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Аннотация. Формулируется задача о тепловом взрыве в среде с флуктуациями реакционной 

способности, которые задаются через функцию распределения энергии активации. Для 

дифференциального уравнения, описывающего стационарное распределение температуры в такой 

среде, предложена вариационная формулировка. С использованием простой пробной функции 

численно исследуется зависимость величины вариационного функционала от максимальной 

температуры. Критические условия теплового взрыва соответствуют появлению точки перегиба на 

этой зависимости. Расчеты показывают, что увеличение дисперсии распределения реакционной 

способности снижает устойчивость системы за счет уменьшения эффективной энергии активации 

для процесса тепловыделения. 
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Введение. Тепловой взрыв происходит при нарушении баланса между теплоотводом и 

производством теплоты в активных средах, в первую очередь, в химических реакторах [1]. 

Прогнозирование условий теплового взрыва составляет важную задачу при проектировании 

аппаратов химической технологии и управления ими [2]. В данной работе рассматривается 

одномерная стационарная задача о распределении температуры в реакционноспособной 

среде со специальными свойствами. Для определения критических условий, как будет 

показано ниже, можно сформулировать задачу на существование экстремума интегрального 

функционала. 

1. Обзор литературы. Вариационные методы разработаны для исследования процессов 

с диссипацией: электропроводностью, теплопроводностью, диффузией и вязким течением 

[4–6]. Даже в этих случаях, однако, возникают проблемы, связанные с полнотой описания и 

условиями стационарности [7, 8]. Для процессов вблизи равновесия существование 

вариационных принципов связано с выполнением соотношений линейной неравновесной 

термодинамики, однако в некоторых случаях эти связи могут быть распространены на 

нелинейную область [9, 10]. Известно, что условия химического равновесия определяются 

экстремумом термодинамического потенциала, вид которого зависит от условий обмена 

энергией и массой между физико-химической системой и окружением [11]. Аналитическое 

исследование задач химического равновесия возможно лишь в простейших случаях, однако 

для практических расчетов разработаны эффективные вычислительные методы (как правило, 

это методы решения задач нелинейной оптимизации). 

Намного сложнее дело обстоит с применением вариационных методов в химической 

кинетике. Не существует общего метода построения потенциальной функции, градиент 

которой давал бы уравнения для скоростей химических реакций. В некоторых работах 

предлагаются различные варианты (часто довольно абстрактные) для построения такого 

«кинетического потенциала» [12 – 14]. Часто эти потенциалы пытаются связать с 
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термодинамическими свойствами системы (по аналогии со связью динамических и 

статических свойств механических систем) [15 – 17]. Авторами работ [18, 19] предложен 

оригинальный метод квазиградиентного описания динамики химических систем, который в 

явном виде включает параметры равновесного состояния. Другой метод, основанный на 

использовании новых «термодинамических» переменных при описании каталитических 

процессов, допускающий экстремальную постановку для стационарного состояния, 

предложен в [20]. В работах [21, 22] предлагается использовать принцип максимального 

производства энтропии для исследования динамики химических систем, хотя его 

применимость к этой проблеме не очевидна [23]. В работе [24], напротив, используется 

принцип минимального производства энтропии, причем результаты доведены до численных 

расчетов, которые показывают возможность использования этого принципа для редукции 

кинетических схем. 

В работах [25 – 27] предложен вид функционала, минимальность которого выполняется 

для реализуемой динамики сложных химических систем (что было показано на численных 

расчетах на основе полной системы кинетических уравнений). Этот функционал имеет связь 

с термодинамическими характеристиками системы, однако явно зависит от скоростей 

реакций и производных скоростей реакций от концентраций компонентов. В таком случае 

вариационный принцип является скорее post hoc-закономерностью: решение экстремальной 

задачи оказывается сложнее, чем решение прямой кинетической задачи. 

Численные методы, основанные на оптимизационных постановках, используются при 

решении обратных задач [28, 29] и для сокращения сложных механизмов химических 

реакций [30]. Распространение волн реагирования в нелинейных средах можно связать с 

вариационным принципом, который определяет скорость распространения [31 – 33]. Как 

указывается в [34], формальная аналогия между стационарными уравнениями реакции-

диффузии и уравнениями механики в некоторых случаях позволяет объяснять 

существование периодических решений в нелинейных системах. Подобным образом в работе 

[35] предложен вариационный принцип для стационарных систем с простой (линейной) 

кинетикой. 

2. Тепловой взрыв в системе с заданным распределением реакционной 

способности. В статье [36], по-видимому, впервые была предложена вариационная 

формулировка задачи о тепловом взрыве. В приближении Франк-Каменецкого источник 

теплоты является экспоненциальной функцией температуры, а на стадии предвзрывного 

разогрева расходованием компонентов можно пренебречь. Квазистационарное 

распределение температуры удовлетворяет уравнению [1]: 

 λ
𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
+ 𝑄ρ𝑘0exp (−

𝐸

𝑅𝑇
) = 0.  (1) 

Здесь x – пространственная координата, T – температура, λ – коэффициент 

теплопроводности, Q – тепловой эффект химической реакции,  – плотность (массовая 

концентрация) активного компонента, R – газовая постоянная, k0 – предэкспоненциальный 

множитель константы скорости химической реакции, E – энергия активации химической 

реакции. Энергия активации определяет температурную зависимость скорости реакции, 

поэтому является основной характеристикой реакционной способности при исследовании 

условий теплового взрыва. 

Используя характерные масштабы задачи, можно переписать это уравнение в 

следующем виде [2]: 

 θ′′ + 𝐹𝑘 exp (
θ

1+Arθ
) = 0. (2) 

На границах заданы условия: 



 Донской И. Г. 

56                    «Information and mathematical technologies in science and management»   2021  № 1 (21) 56 

 θ′(0) = 0, θ(1) = 0. (3) 

Здесь θ – приведенная температура, Fk – критерий Франк-Каменецкого (отношение 

скорости реакции при температуре окружающей среды к скорости теплопередачи), Ar – 

число Аррениуса (обычно – малый параметр). При критическом значении Fk решение 

уравнения (2) разрушается, наступает тепловой взрыв.  

Нелинейность функции источника не позволяет использовать в качестве функционала 

производство энтропии или другие связанные с ним интегральные характеристики системы. 

Можно показать, что минимум производства энтропии будет реализовываться только при Ar 

>> 1: в большинстве случаев это условие не выполняется [9]. Однако можно легко показать, 

что при Ar → 0 решение уравнения (1) является экстремалью интеграла: 

 𝐼 = ∫ [
1

2
(θ′)2 − Fk exp(θ)] 𝑑ξ

1

0
 . (4) 

В работе [36] из условия экстремальности интеграла (4) были получены численные 

оценки критического значения параметра Fk для системы с двумя параллельными 

реакциями. Более подробно свойства интеграла (4) были исследованы в недавних работах 

[37, 38] на примере нескольких пробных функций (парабола и косинус), в том числе с учетом 

зависимости коэффициента теплопроводности от температуры. Вклад первого слагаемого в 

подынтегральное выражение в (4) положителен, второго слагаемого 0 отрицателен, поэтому 

существование ограниченного решения (1) определяется существованием локального 

минимума I. При критическом значении Fk локальный минимум превращается в точку 

перегиба. 

Естественным образом можно распространить задачу минимизации интеграла (4) на 

систему с произвольным числом экзотермических реакций: 

 𝐼 = ∫ [
1

2
(θ′)2 − ∑

Fk𝑖

𝑠𝑖
exp(𝑠𝑖θ)𝑖 ] 𝑑ξ

1

0
 . (5) 

 В пределе можно перейти к непрерывному представлению: 

 𝐼 = ∫ [
1

2
(θ′)2 − ∫

Fk(𝑠)

𝑠
exp(𝑠θ)𝑑𝑠

𝑠𝑚𝑎𝑥

𝑠𝑚𝑖𝑛
] 𝑑ξ

1

0
 . (6) 

Например, при кинетическом описании динамического поведения некоторых 

реакционных сред используется приближение непрерывно изменяющейся энергии 

активации: в сложных многокомпонентных системах (особенно в конденсированной фазе) 

реакционная способность активных компонентов зависит от взаимного расположения 

реакционноспособных молекул и их фрагментов, поэтому температурная зависимость 

скорости реакции становится более сложной [39]. В этом случае лучшим приближением 

будет использование вместо дифференциального уравнения (2) следующего интегро-

дифференциального уравнения:  

 θ′′ + 𝐹𝑘 ∫ 𝑓(𝑠)𝑒𝑥𝑝 (
1−𝑠

Ar
) 𝑒𝑥𝑝(𝑠θ)𝑑𝑠

𝑠𝑚𝑎𝑥

𝑠𝑚𝑖𝑛
= 0 (7) 

Интегральный функционал, экстремалью которого является решение (7), можно 

записать так: 

 𝐼 = ∫ [
1

2
(θ′)2 − Fk ∫

𝑓(𝑠)

𝑠
exp (

1−𝑠

Ar
) exp(𝑠θ)𝑑𝑠

𝑠𝑚𝑎𝑥

𝑠𝑚𝑖𝑛
] 𝑑ξ

1

0
. (8) 

Здесь f(s) – это функция распределения, например, гауссова функция от s: 

 𝑓(𝑠) = 𝐶𝑒𝑥𝑝 [−
(𝑠−1)2

2σ2 ]. (9) 

Постоянная C определяется из условия нормировки, а параметр σ, равный среднему 

квадратичному отклонению энергии активации от среднего значения, является новым 

параметром задачи. Отметим, что приближение аррениусовского коэффициента 

экспоненциальной функцией приведенной температуры в уравнении (7) может давать 



 Численная оценка критических условий в задаче о тепловом взрыве в среде с флуктуациями  

«Информационные  и математические технологии в науке и управлении»   2021 № 1 (21) 57 

 

большие погрешности, если s << 1. Поэтому естественным условием применимости расчетов 

на основе уравнения (8) будет достаточно резкое уменьшение f(s) при уменьшении s. 

Физически это условие означает, что реагирующая система должна быть химически 

устойчивой при низких температурах, т.е. величина σ не может быть слишком большой. 

Естественно, что интеграл (8) переходит в (4) при σ → 0, т.е. для f(s) = (s − 1). В общем 

случае распределение не обязательно должно быть симметричным: в настоящей работе 

рассматривается лишь один из самых простых частных случаев. 

Решение задачи на минимум функционала (8) позволяет исследовать условия 

возникновения теплового взрыва при наличии флуктуаций, которые изменяют реакционную 

способность реагирующих молекул. Влияние флуктуаций температуры в неоднородном 

потоке рассматривалось в работах [40]. Влияние флуктуаций концентрации реагента в 

дисперсных средах исследовалось в [41]. В настоящей работе рассматривается задача о 

стационарном распределении температуры, поэтому флуктуации связаны не колебаниями 

параметров во времени, а с распределением реагирующих частиц по конфигурациям. 

3. Результаты расчетов. Для минимизации функционала в уравнении (8) используется 

пробная функция, удовлетворяющая граничным условиям (3) и содержащая единственный 

неопределенный параметр: 

 φ(ξ) = 𝑎(1 − ξ2). (10) 

Такой выбор функции φ(ξ) позволяет получить аналитическое решение при 

минимизации функционала (4) из условия dI/da = 0. Для функционала (8) получить 

аналитическое решение намного сложнее. Параметр a определяет максимальное значение 

приведенной температуры, которая обычно имеет порядок единицы при критическом 

значении Fk. Поскольку исходное уравнение описывает тепловое самовоспламенение, 

максимум температуры достигается в центре реактора. Параметр Ar равен 0.025, диапазон 

значений s составляет от 0.01 до 3. Численное интегрирование проводилось методом 

трапеций: шаг по координате ξ составляет 10
-3

, шаг по переменной s тоже 10
-3

. 

Предварительные расчеты показали, что при таком выборе шага численное решение слабо 

зависит от его величины (расчеты с шагом, меньшим в десять раз, дают незначительное 

изменение критических параметров). 

Критическое значение Fk (обозначим его Fkcr) для задачи (2) равно 0.88. Как 

указывалось выше, величина интеграла (4) при Fk = Fkcr имеет локальный минимум. При 

величине σ, близкой к нулю, Fkcr в задаче (8) остается близким к 0.88. Пробная функция φ 

достаточно хорошо воспроизводит поведение распределение приведенной температуры, но 

ее использование все же вносит небольшую погрешность при оценке Fkcr. Поэтому Fkcr, 

определяемое из условия существования точки перегиба на зависимости I от a для уравнения 

(4), составляет около 0.89. При увеличении дисперсии усиливается вклад реагирования 

молекул с меньшей энергией активации, поэтому Fkcr ожидаемо снижается. На рис. 1 

приведены расчетные зависимости функционала I в уравнении (8) от a для разных значений 

σ и Fk вблизи критических значений. На всех графиках виден переход от кривой с 

локальным минимумом к кривой с монотонно убывающей кривой. Критическое значение 

Fkcr, как говорилось выше, соответствует кривой с точкой перегиба вблизи a = 1 (в расчетах 

значение параметра a варьировалось в пределах от 0 до 3). 

Зависимость Fkcr от σ представлена на рис. 2а: при σ = 10
-3

 функция распределения 

почти не отличается от -функции при выбранной величине шага по s, в области σ = 10
-2

−10
-1

 

происходит резкое снижение, после чего система становится неустойчивой уже при 

физически нереалистичных значениях Fk. Можно предположить, что с увеличением 

дисперсии уменьшается эффективная энергия активации реакции. То есть, предполагаем, что 
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уравнение (8) можно аппроксимировать уравнением (4), используя функцию распределения 

𝑓(𝑠) = δ(𝑠 − 〈𝑠〉), где 〈𝑠〉 = 〈𝐸〉/𝐸0 – эффективное среднее значение коэффициента s при 

заданном σ. Из определения параметра Fk [1] следует, что: 

 
Fk

Fk0
= 〈𝑠〉𝑒𝑥𝑝 (

〈𝑠〉−1

Ar
). (10) 

Небольшое уменьшение энергии активации приводит к значительному ускорению 

химической реакции: можно приближенно пренебречь изменением s перед экспонентой и 

рассматривать изменение s только в показателе. Тогда получаем выражение для 〈𝑠〉 в виде: 

 〈𝑠〉 ≃ 1 + Ar ln (
Fk

Fk0
). (11) 

 

 

Рис. 1. Расчетные зависимости функционала I от максимальной приведенной температуры a: 

(а) σ = 0.001; (б) σ = 0.01; (в) σ = 0.02; (г) σ = 0.05; (д) σ = 0.075; (е) σ = 0.1.  

Числа на легенде – значения параметра Fk. 
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Зависимость 〈𝑠〉 от Fkcr (при Fk0 = 0.89) приведена на рис. 2b. С увеличением дисперсии 

до 0.1 происходит снижение эффективной энергии активации примерно на 20%, что и 

приводит к резкому увеличению скорости реакции (при прочих равных условиях) и, как 

следствие, быстрой потере тепловой устойчивости. Естественно, что вклад в снижение 

энергии активации дает лишь область s < 1, поэтому при рассмотрении несимметричных 

функций распределения решающее значение будет иметь именно эта часть распределения. 

Наконец, отметим, что решение задачи оптимизации интеграла (8) требует намного 

меньших вычислительных затрат по сравнению с решением исходной краевой задачи, в том 

числе и благодаря тому, что интеграл (8) существует даже при недопустимых для 

дифференциального уравнения (7) значениях максимальной температуры. В связи с этим 

вариационный подход может оказаться полезным и для других, более детальных постановок 

задачи, связанных с существованием критических условий в системах с химическими 

реакциями. 

 

Рис. 2. Зависимость критического значения критерия Франк-Каменецкого 

и эффективной энергии активации от дисперсии σ. 

Выводы. В работе предложен численный подход к оценке условий теплового взрыва в 

системе с флуктуациями реакционной способности на основе решения вариационной задачи. 

Распределение энергии активации считается гауссовым, а функция источника является 

средней величиной по этому распределению. Приближенное решение соответствует 

стационарной точке функционала, зависящего от градиента температуры и среднего 

значения функции источника. Расчеты показывают, что с увеличением дисперсии 

распределения происходит снижение эффективной энергии активации химической реакции, 

поэтому критическое значение критерия Франк-Каменецкого также снижается. Предложен 

способ оценки эффективной энергии активации по изменению критического значения 

критерия Франк-Каменецкого. 
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