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Аннотация. В работе исследуется влияние различных параметров математической модели диффузии на 

результаты расчетов конвективной диффузии дисперсной примеси в жидкости. Необходимость исследо-

вания и моделирования диффузионных процессов дисперсных примесей связана с экологическими про-

блемами углубления русла рек. Природные условия на рыбохозяйственных водоемах подвергаются от-

рицательному воздействию в результате проводимых гидротехнических работ. В данной работе пред-

ставлены результаты теоретического исследования диффузии твердой примеси, оценивается влияние как 

различных подходов в моделировании, так и параметров дисперсных сред. Уравнения математической 

модели выведены из уравнения конвективной диффузии в двухмерном нестационарном виде. Водоток 

предполагается прямолинейным, постоянной глубины, с постоянной средней продольной скоростью, при 

этом поперечная и вертикальная осредненные скорости водотока считают равными нулю. Ось Ox 

направлена вдоль берега в сторону течения, ось Oz – вертикально вверх, ось Oy – поперек потока. Пред-

полагается, что точечный источник сохраняет свою интенсивность достаточно долго, чтобы можно было 

решать задачу в стационарном приближении. После применения упрощений получена плоская матема-

тическая модель стационарной диффузии.  Методом разделения переменных, в виде ряда Фурье, получе-

но решение для совокупности уравнений математической модели диффузии нескольких фракций частиц. 

Решение реализовано в виде компьютерной программы. С ee использованием определено влияние раз-

личных параметров модели (скорости осаждения частиц, учета седиментации частиц, линейного размера 

частиц дисперсной примеси) на результаты расчетов диффузии дисперсной примеси в продольном и по-

перечном направлениях. 
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Введение. Моделирование динамических процессов примесей в различных жидкостях 

и газах связано с проблемами промышленной экологии. Необходимость исследования и мо-

делирования диффузионных процессов дисперсных примесей в водотоках возникает по при-

чине экологических проблем углубления русла рек. Природные условия в водоемах подвер-

гаются отрицательному воздействию в результате проводимых гидротехнических работ. До-

быча песчано-гравийных смесей в руслах рек приводит к загрязнению водотоков взвешен-

ными веществами и, соответственно, к повышению мутности, оказывающей отрицательное 

воздействие на водные экосистемы. В результате таких работ в биоценозах происходит сни-

жение их продуктивности, истощаются запасы рыб, снижается их видовой состав В данной 

работе представлены результаты теоретического исследования диффузии твердой примеси, 

оценивается влияние как различных подходов в моделировании, так и параметров дисперс-

ных сред. В монографии [1] представлены методики аналитического расчета уравнений ма-

тематической физики, в том числе уравнений диффузионного типа. Монография [2] посвя-

щена разработке методики моделирования аэродисперсных взвесей, что связано с проблема-

ми промышленной экологии.  В статье [3] предложена математическая модель количествен-

ного определения оседающей полидисперсной взвеси в отделах дыхательного тракта челове-

ка при использовании средств индивидуальной защиты органов дыхания. Работы [4-7] по-
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священы теоретическому исследованию массопереноса в неоднородных средах.  В статье [8] 

с помощью программного пакета «ANSYS Fluent» на основе метода конечных объемов чис-

ленного решения уравнений Навье-Стокса определены гидродинамические характеристики 

системы удаления льда, демонстрируется возможность реализации системы удаления льда за 

счет использования насосов, предназначенных для заполнения и осушения балластных отсе-

ков докового комплекса. Публикация [9] посвящена изучению последствий дноуглубитель-

ных работ  в прибрежных водах (образование пятен мутности и распространение взвешен-

ных веществ по акватории), а также рассчитываются значения параметров, характеризующих 

условия перераспределения взвешенных веществ в толще воды и на поверхности дна. Работа 

[10] посвящена изучению влияния скорости седиментации частиц на загрязнение проточных 

и стоячих водоемов.   В качестве критерия загрязнения рассматривается показатель мутности 

воды. Получено качественное соответствие результатов моделирования данным натурных 

измерений. Показано влияние атмосферных параметров на пространственно-временное рас-

пределение мутности воды в стоячем водоёме. Исследование [11] посвящено моделированию 

концентрации взвешенных в воде веществ. Получена карта распространения максимальной 

мутности, позволяющая оценить области акватории с наиболее неблагоприятными гидроди-

намическими условиями, что может стать основой для последующих рекомендаций по меро-

приятиям, связанным с дноуглубительными работами. В статье [12] рассматриваются раз-

личные методики расчета скорости осаждения частиц, изучается влияние размера частиц на 

скорость их осаждения.  Работа [13] посвящена математическому моделированию загрязне-

ния дисперсными примесями в процессе гидротехнических работ. Статья [14] повещена ис-

следованию влияния параметров водотока на результаты расчета конвективной диффузии в 

проточном водоёме.  В работе [15] получена трехмерная по пространственным координатам 

нестационарная математическая модель диффузии примеси в океане. В статье [16] методом 

конечных разностей получено численное решение уравнений в частных производных, опи-

сывающих стационарную диффузию дисперсной примеси. В работе [17] рассматривается за-

дача моделирования переноса взвешенных веществ в водных объектах в тех случаях, когда 

размер ареала их распространения значительно превышает глубину акватории. Формулиру-

ется и анализируется модель горизонтального рассеяния загрязняющих субстанций. Обсуж-

даются вычислительные подходы к расчету переноса взвешенных веществ в водной среде. 

Публикация [18]   посвящена исследованию процесса моделирования зон загрязнения взве-

сью в водной среде с помощью универсального программного комплекса «ANSYS Fluent». 

Приводятся данные об особенностях процесса моделирования в больших и малых водотоках. 

Изучается устойчивость получаемого решения в зависимости от характеристик сеточной мо-

дели. В статье [19] разработана нестационарная квазитрехмерная математическая модель для 

воспроизведения гидродинамических процессов распространения примеси загрязняющих 

веществ в озере, в которое втекает река. Уравнения математической модели интегрировались 

конечно-разностным методом. Результаты расчетов продемонстрировали, что на начальном 

этапе моделирования загрязнение, поступающее вместе со стоком реки, распространяется в 

глубинную область озера, а затем, когда происходит интенсивный прогрев вод притока и по-

верхности водоема, концентрация максимальных значений мутности наблюдается в верхних 

слоях озера. Исследование [20] посвящено разработке трехмерной нестационарной матема-

тической модели диффузии твердой примеси в проточной воде.  Работа [21] посвящена раз-

работке методик расчета загрязнения примесями водоемов, представлены значения коэффи-

циента шероховатости для проточных водоемов различных типов.  Монография [22] посвя-

щена разработке общей теории и методики расчетов загрязнения водоемов растворимыми и 

нерастворимыми веществами.   
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В данной работе на основе математической модели двухмерной стационарной диффу-

зии  методом разделения переменных получено аналитическое решение, с помощью которо-

го исследуется влияние параметров математической модели и моделируемого объекта на 

процесс конвективной диффузии. Целью работы являлся анализ влияния различных пара-

метров математической модели на результаты расчетов, также исследовано влияние дис-

персности частиц на процесс диффузии в продольном и поперечном направлениях.  

1. Математическая модель. Уравнение трехмерной нестационарной диффузии (1) 

имеет вид [16]:  

          
             

          
             

x zy

С С С С С С С q
u v w D D D

t x y z x x y y z z H
                 (1) 

Здесь  C t,x,y,z – концентрация; q – расход массы;u,v,w – пространственные составля-

ющие скорости  потока  в пространственных направлениях; Dx,Dy,Dz, –  коэффициенты диф-

фузии для соответствующих пространственных направлений. Водоток предполагается пря-

молинейным, постоянной глубины H, со средней (по расходу) продольной скоростью U = 

const, поперечная и вертикальная осредненные скорости водотока считаются равными нулю. 

Ось Ox направлена вдоль берега в сторону течения, ось Oy – поперек потока, ось Oz – верти-

кально вверх. Рассматривается малоинерционная примесь, у которой u=U, v=0, w = W, где W 

– скорость установившегося осаждения частиц.  В предположении установившегося характе-

ра процесса – отсутствия зависимости концентрации от времени, а также в предположении 

отсутствия диффузии в продольном и вертикальном направлениях уравнение диффузии бу-

дет иметь вид [16]: 

 
   

  
   

y

С С q
U D

x y y H
                    (2) 

Если пренебречь турбулентными пульсациями вертикальной составляющей скорости, 

то  тогда расход осаждения k-й фракции многофракционной примеси можно рассчитать по 

формуле [16]: 

     kk bkq С С W                  (3) 

Распределение средних значений концентрации k-ой фракции примеси на вертикали 

Сk(x,y) при указанных условиях описывается дифференциальным уравнением в частных 

производных: 

 
     

  
   

kk k
y

k bС С WС С
U D

x y y H
                (4) 

Источников загрязнения вдоль береговой линий не наблюдается, поэтому прини-

маются следующие граничные условия (5): 

    
0

0 y 0 0
 

    
     

    

k k
k k

y y L

C C
C ,y f ; ,

y y
              (5) 

Здесь Сk, Сb, qk, fk ,L – концентрация k-ой фракции, фоновая концентрация, расход 

осаждения k-ой фракции примеси, функция распределения k-ой фракции в начале канала, 

ширина канала. В случае если фоновая концентрация равна нулю, то уравнение (4) при всех 

прочих допущениях может иметь вид: 

 
2

2

 
 

 

k
k

k kС С W
U D С

x y H
               (6) 

Предполагалось, что функция начального распределения также удовлетворяет урав-

нению (6) и при x=0: 
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2
 k

k kd f W
f

dy HD  
(7) 

Решение уравнения  (7) имеет вид: 
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Начальное распределение возможно описать следующей функций, где fk0 – концентра-

ция k–ой фракции в источнике: 
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(9) 

Направление вертикального движения взвеси обусловливается скоростью оседания 

данной взвеси. На характер осаждения частиц взвеси оказывают влияние их размер и форма, 

режим движения воды и её вязкость, зависящая от температуры и содержания солей.  В дан-

ной работе расчёт скорости осаждения был произведен по двум различным формулам, при-

веденным в статье [20] и работе [13]. Первая формула (10) используется для расчета скоро-

сти седиментации шарообразных частиц при ламинарном режиме обтекания: 

 2 ρ
1

18 ν ρ

sg d
W

 
   

   , 
(10) 

где g - ускорение свободного падения, ρs - плотность частицы, ρ - плотность жидкости, d - 

диаметр частиц, ν - кинематическая вязкость воды. Отличие формулы (11) от формулы (10) 

заключается в отсутствии учета вязкости и наличии учета коэффициента сопротивления:  

 4 ρ

3 ρ

s

R

gD
W

C


, 
(11) 

где СR — коэффициент сопротивления (для шарообразной частицы CR≈0.45). По методике 

разработки допустимых сбросов загрязняющих веществ в водные объекты для водопользова-

телей [13, 21] коэффициент турбулентной диффузии   рассчитывается по формуле: 

 
231


Cr

gUH
D  

n C
 

(12) 

где  g – ускорение свободного падения, м/с; U – скорость течения реки, м/с; H −  глубина ре-

ки, м; nr – коэффициент шероховатости ложа реки, определяемый по справочным данным 

[21], CC – коэффициент Шези (м0,5/с), определяемый по формуле:   

  

 

 
1 1 1 1 1

1
2 0 13 4 0 13r

C
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g g
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(13) 

где R – гидравлический радиус потока, R≈H. В статье [4] для расчета  коэффициента диффу-

зии применяется формула (14): 

 
0 15

C

UH g
D .

C  

(14) 

Формула коэффициента диффузии (15) (здесь L – ширина реки), учитывающая извили-

стость реки, большую ширину русла, выведенная с учетом эмпирических констант [14] на 

основе формул из статьи [16], имеет вид: 

 
33 65 10 D . UH

L

H  

(15) 
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Формула коэффициента турбулентной диффузии [13, 14], учитывающая  параметр 𝑀, 

зависящий от величины коэффициента Шези, записывается как 

 


C

gHU
D    

MC  
(16) 

При условии 10 <CС<60  параметр M=0.7CС+6, при CС≥60 коэффициент M=48=const.  

Если предположить, что    



kW

x
UH

k k C x, y C x, y e  то неоднородное уравнение (6) преобразу-

ется к однородному уравнению (6*): 

 2

2

 


 

k kС D С

x U y  
(6*) 

Рассмотрим метод разделения переменных [1] решения дифференциальных уравнений 

в частных производных параболического типа применительно к уравнению (6*). Предполо-

жим, что       kC x,y X x Y y . В таком случае уравнение (6**) будет иметь вид: 

 
        k k k k

D
X x Y y X x Y y

U
 

(6**) 

Перепишем уравнение (6**) в виде уравнения (6***):, уравнение (17) в виде (17*) и 

(17**): 
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(17*) 

    k k kY y A cos y B sin y 

 

(17**) 

В связи с граничными  условиями (5) имеем: 

 
   0 0  Y Y L

                 (5*) 

Из граничных условий получаем следующее выражение для функции Y(y): 

 𝑌𝑘(𝑦) = 𝐴𝑖𝑘 cos 𝑖𝑦 , 𝑖 =
𝑖

𝐿
, 𝑖 = 1,2 … 𝑛 (18) 

 

 𝑌𝑘(𝑦) = ∑ 𝐴𝑖𝑘 cos 𝑖𝑦

𝑖

 
 

 (18*) 

Таким образом, решение уравнения (6)имеет вид (19)  

 
𝐶𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑒−

𝑊𝑘
𝑈𝐻

𝑥 (∑ 𝐴𝑖𝑘𝑐𝑜𝑠

𝑖

𝑖𝑦 𝑒−
𝐷
𝑈
𝑖

2𝑥) 
 

(19) 

Коэффициенты Аik  определяются следующим образом: 

 𝐴𝑖𝑘 =
2

𝐿
∫ 𝑓𝑘(𝑦)𝑐𝑜𝑠𝑖𝑦𝑑𝑦

𝐿

0
,  (20) 

где для каждой фракции дисперсной примеси  функции fk определяются уравнениями (9). 

Математическая модель (18)-(20) реализована в виде компьютерной программы на языке 

программирования Fortran. Расчеты концентраций дисперсной взвеси одновременно прово-
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дились  для коэффициентов (10)-(16) и различных дисперсностей частиц.   Программа вклю-

чала в себя блок ввода физических параметров жидкости и частиц,  геометрических парамет-

ров моделируемого водотока, основную программу, реализующую математическую модель, 

а также блок вывода результатов расчетов.  

2. Результаты расчетов. По приведенным формулам был проведен расчет коэффици-

ента турбулентной диффузии при следующих значениях параметров:g=9.8 м/с2, 

nr=0.033,U=0.41, H=20 начальная концентрация в источнике fk0=20*10-3 кг/м3, k=1,…6. Плот-

ности несущей среды и дисперсной примеси соответственно - =1000 кг/м3, -s=2500 кг/м3.  

На рис. 1 представлена общая схема течения. 

На рис. 2 изображено начальное распределение концентрации одной из фракций ча-

стиц, предполагалось, что начальное распределение концентрации для всех фракций одина-

ково 

  

Рис. 1. Схематическое изображение 

течения. 

Рис. 2. Начальное распределение 

 концентрации.  

Рассмотрим сходимость ряда Фурье для нескольких частичных сумм ряда –

N=4,8,16,32,64. На рис. 3а и рис.3б представлены пространственные распределения концен-

трации (вдоль осей х и у  пространственных направлений) для различных частных сумм ря-

дов из фундаментальных функций. При увеличении количества слагаемых в частных суммах 

ряда Фурье уменьшается отличие между значениями предыдущего и последующего реше-

ний, как для продольного, так и для поперечного сечений.  
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Рис. 3.  а) Сходимость в продольном направлении,б) сходимость в поперечном 

 направлении 

Выбор формулы для коэффициента турбулентной  диффузии оказывает существенное 

влияние на результаты расчетов диффузии твердой примеси (рис. 4). 
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Рис. 4. Продольное распределение концентрации для различных видов расчета 

коэффициента турбулентной диффузии 
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Решения, полученные для формул коэффициента турбулентной диффузии  (12)  и (16) 

близки, меньшая величина концентрации в продольном направлении наблюдается  при вы-

боре для расчета коэффициента турбулентной диффузии  формулы (14); наименьшее значе-

ние наблюдается при выборе коэффициента турбулентной диффузии по формуле (15). Влия-

ние на результаты расчетов диффузии твердой примеси оказывает и выбор формулы расчета 

скорости осаждения частиц – рис. 4.  При выборе формулы осаждения (10) скорость осажде-

ния существенно превышает скорость осаждения, полученную по формуле (11). В отличие от 

мелкодисперсных фракций  различия в скоростях осаждения частиц имеют существенное 

значения для крупнодисперсных фракций – (рис.5а-5в).  
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Рис. 5. Сопоставление концентрации при различных способах вычисления скоростей  

осаждения частиц:  а) диаметр частиц d= 0.1 мм, б) диаметр частиц d= 0.4 мм, 

 в) диаметр частиц d= 4 мм. 

Сопоставление решений, полученных для моделей учитывающих и не учитывающих 

осаждение частиц (рис. 6), демонстрирует, что   учет осаждения частиц более существенно 

влияет на результаты моделирования диффузии крупнодисперсной фракции. 
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Рис. 6.  Продольное распределение концентрации примеси в моделях с учетом седиментации 

частиц и без учета, фракция частиц с дисперсностью d=0.1 мм. 

 

Рис. 7. Пространственное распределение концентрации частиц 

При начальном распределении концентрации в виде точечного источника–рис.2  в про-

цессе распространения примеси вдоль проточного водоема происходит постепенное сглажи-

вание поперечного профиля концентрации частиц (рис. 7).  Из-за влияния размера частиц на 

скорость их осаждения концентрации мелко и крупнодисперсных фракций имеют суще-

ственные отличия, как в продольном (рис.8а), так и в поперечном направлениях  (рис.8б).   За 
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счет отсутствия в математической модели  скорости движения среды  в у-направлении, кон-

центрация примеси убывает в продольном направлении интенсивнее.  
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Рис. 8.  а) Продольное распределение концентрации примеси для различных дисперсностей 

частиц, б) распределение концентрации различных фракций примеси вдоль координаты  

у, х=50м 

Выводы. В работе представлена двухмерная стационарная математическая модель 

диффузии многофракционной твердой примеси в движущемся потоке. Для совокупности 

уравнений математической модели диффузии фракций примеси, дополненных граничными 

условиями, методом разделения переменных получено  решение в виде ряда Фурье, реализо-

ванное в рамках компьютерной программы. Исследовано влияние различных параметров ма-

тематической модели диффузии твердой дисперсной примеси в движущемся потоке на ре-

зультаты расчетов. Сопоставлены результаты расчетов с различными формулами скорости 

осаждения частиц, определено, что для крупнодисперсных частиц выбор формулы скорости 

седиментации имеет большее влияние на результаты расчетов распространения примеси в 

водотоке. Проведены расчеты диффузии для различных коэффициентов турбулентной диф-

фузии, результаты расчетов сопоставлены, как и расчеты диффузии для математических мо-

делей с учетом и без учета осаждение частиц.  Определено влияние учета осаждения частиц  

для фракций примеси с разными размерами частиц. Проведены расчеты распределения кон-

центраций  фракций примеси с различными размерами частиц, выявлено влияние размера 

частиц на распространение фракций примеси. Выявленные в работе закономерности воз-

можно использовать при оптимизации математических моделей экологической безопасности 

гидротехнических работ на  водотоках. 

Благодарности. Работа выполнялась в рамках государственного задания Федерального 

исследовательского центра Казанского научного центра Российской академии наук.  
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Abstract. The paper investigates the influence of various parameters of the mathematical model of diffusion on 

the results of calculations of the convective diffusion of a dispersed impurity in a liquid. The need to study and 

model the diffusion processes of dispersed impurities is associated with the environmental problems of deepen-

ing the riverbed. Natural conditions in fishery reservoirs are adversely affected as a result of hydraulic engineer-

ing works. The extraction of sand and gravel mixtures in riverbeds leads to pollution of watercourses with sus-

pended solids and, accordingly, to an increase in turbidity, which has a negative impact on aquatic ecosystems. 

This paper presents the results of a theoretical study of the diffusion of a solid impurity and evaluates the influ-

ence of both different approaches in modeling and the parameters of disperse media. The equations of the math-

ematical model are derived from the equation of convective diffusion in a two-dimensional non-stationary form. 

The watercourse is assumed to be rectilinear, of constant depth, with a constant average longitudinal velocity, 

while the transverse and vertical averaged velocities of the watercourse are assumed to be equal to zero. Let us 

direct the Ox axis along the coast towards the current, the Oz axis vertically upwards, and the Oy axis transverse 

to the flow. It is assumed that the point source maintains its intensity long enough to be able to solve the problem 

in the stationary approximation. After applying simplifications, a flat mathematical model of stationary diffusion 

is obtained. By the method of separation of variables in the form of a Fourier series, a solution was obtained for 

the set of equations of the mathematical model of diffusion of several fractions of particles. The solution is im-

plemented in the form of a computer program. The influence of various model parameters (particle settling rate, 

accounting for particle sedimentation, and the linear size of particles of a dispersed impurity) on the results of 

calculations of the diffusion of a dispersed impurity in the longitudinal and transverse directions was determined 

using the method. 

Keywords: mathematical modeling, diffusion, inhomogeneous media, dispersed suspension 
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