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Аннотация. Рассматривается задача оценки надежности и анализа функционирования автономного 

ветродизельного комплекса. Построены его полумарковская и скрытая марковская модели. Скрытая 

марковская модель используется для нахождения оценок характеристик функционирования автономного 

ветродизельного комплекса и прогнозирования его состояний на основе полученного в результате 

функционирования вектора сигналов. Результаты исследования получены в общем виде и инвариантны 

относительно законов распределения случайных величин, описывающих элементы, позволяют 

прогнозировать режимы работы автономного ветродизельного комплекса. 
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Введение. В настоящее время возобновляемые источники электроэнергии 

повсеместно внедряются в системы электроснабжения. Совместное использование 

ветроэнергетических установок и дизельных генераторов способствует не только 

получению экономической выгоды, но и сокращению выбросов продуктов переработки 

топлива. [1, 2] Однако, эффективность работы ветроэнергетических установок зависит от 

многих факторов, в частности, от ветровой нагрузки, которая является стохастической. В 

связи с этим возникает задача построения адекватных математических моделей, 

учитывающих стохастический характер работы и используемых природных ресурсов 

(например, ветра) и наличие дизель-генератора (резервного источника энергии). 

В статье [3] рассматривается приближенная модель ветродизельного комплекса в 

Matlab\Simulink. В статьях [4, 5] приводятся результаты исследований имитационного моде-

лирования. В [6, 7] исследуется оценка режимов работы комплекса электроснабжения с вет-

родизельной электростанцией. В [1, 2] используются марковские модели для анализа функци-

онирования ветродизельного комплекса. Следует отметить, что большинство результатов, по-

лученных другими авторами, рассматривают случаи, когда случайные величины, описываю-

щие систему, имеют экспоненциальное распределение (марковская модель). Полумарковская 

модель, предлагаемая в данной статье, позволяет использовать распределения произвольного 

вида. Она также позволяет находить временные характеристики надежности и эффективности 

системы, в отличие от марковской модели. Во-вторых, для территориально удаленных систем 

(или систем, управляемых дистанционно) оператору не всегда удается при изменении их со-

стояний полностью получить информацию, содержащуюся в кодировке состояний полумар-

ковской модели, но всегда имеется возможность получить некоторый сигнал (информацию), 

связанный с состояниями вложенной цепи Маркова, которые можно считать ненаблюдаемыми 

(скрытыми). В таких случаях использование теории скрытых марковских моделей позволяет 

решать задачи нахождения и оценки характеристик на основе наблюдаемого вектора сигналов. 

Цель нашей работы – применение теории полумарковских процессов с общим фазовым 

пространством состояний и теории скрытых марковских моделей для анализа надежности и 

эффективности автономного ветродизельного комплекса (ВДК).  
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В данной статье рассматривается задача оценки надежности и анализа функционирова-

ния автономного ВДК, состоящего из ветроэнергетической установки, рабочего и резервного 

дизельных генераторов, инвертора и аккумуляторной батареи.  

В работе сначала строится полумарковская модель [8-12] автономного ВДК, позволяю-

щая рассчитать стационарные и временные характеристики надежности. Затем, следуя пред-

ложенной авторами методике [18], на ее основе разрабатывается скрытая марковская модель 

[15-17], которая используется для решения задач прогнозирования и оценки ее характеристик 

с учетом заданных параметров. 

1. Полумарковская модель автономного ВДК. Рассмотрим систему S, представляю-

щую собой автономный ветродизельный комплекс. Будем считать инвертор и аккумулятор-

ную батарею абсолютно надежными в том смысле, что вероятности их отказа намного меньше 

вероятностей отказа других элементов. Следовательно, не будем их учитывать при построении 

полумарковской модели. Тогда систему S можно представить трехэлементной системой с ре-

зервом времени: элемент 1 – ветроустановка, элемент 2 – дизельный генератор (ДГ), элемент 

3 – резервный дизельный генератор (РДГ) (резерв времени). Под отказом элемента 1 следует 

понимать любое событие, приводящее к нарушению нормального функционирования (напри-

мер, отсутствие ветра, поломка одной из составляющих и т.п.). Система функционирует сле-

дующим образом: если элемент 1 (2) выходит из строя, то элемент 2 (1) отключается, элемент 

3 включается, и система функционирует за счет резерва времени (элемент 3). Как только эле-

мент 1 (2) восстанавливается, то элемент 3 отключается (при этом считаем, что к следующему 

моменту времени его характеристики полностью восстанавливаются), а элемент 2 (1) присту-

пает к работе с прежним уровнем наработки. Отказ системы наступает в том случае, когда 

элемент 1 (2) находится на восстановлении, элемент 2 (1) отключен, и заканчивается резерв 

времени (отказ элемента 3). Резерв времени заканчивается в случае, если либо кончается топ-

ливо резервного генератора (время работы за счет запаса топлива), либо он выходит из строя.  

Предположим, что времена безотказной работы элементов 1 и 2 описываются случай-

ными величинами (СВ) 𝛼1 и 𝛼2, соответственно, имеющими функции распределения 𝐹1(𝑥) =

𝑃(𝛼1 ≤ 𝑥), 𝐹2(𝑥) = 𝑃(𝛼2 ≤ 𝑥) и плотности распределения 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), а время восстановле-

ния – случайными величинами 𝛽1 и 𝛽2, имеющими функции распределения 𝐺1(𝑥) =

𝑃(𝛽1 ≤ 𝑥), 𝐺2(𝑥) = 𝑃(𝛽2 ≤ 𝑥) и плотности распределения 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥),. Рассматривается слу-

чайный мгновенно пополняемый резерв времени, который описывается СВ 𝜏 , имеющей функ-

цию распределения 𝑅(𝑥) = 𝑃(𝜏 ≤ 𝑥) и плотности распределения 𝑟(𝑥). Случайные величины 

𝛼1, 𝛼2,  𝛽1, 𝛽2, 𝜏 предполагаются независимыми, имеющими конечные математические ожида-

ния. Отметим, что СВ τ представляет собой минимум из времени работы за счет запаса топлива 

резервного генератора и времени его безотказной работы. 

На рис. 1 представлена структурная схема рассматриваемой системы. 

 
Рис. 1. Структурная схема рассматриваемой система 

Рассмотрим дискретно-непрерывное фазовое пространство состояний рассматриваемой 

системы:  

 𝐸 = {1112𝑥2, 2112𝑥1, 1021𝑥2, 2201𝑥1, 3020𝑥1𝑥2, 3200𝑥1𝑥2}.. (1) 
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Фазовые состояния обозначаются согласно следующей схеме: первая цифра кода озна-

чает номер элемента, в котором произошло изменение состояний; остальные цифры – что про-

исходит с каждым элементом (1 – работа, 2 – отключен, 0 – восстановление). Непрерывные 

компоненты показывают время, оставшееся до следующей смены состояний. 

Расшифруем значения кодов состояний: 

 1112𝑥2 (2112𝑥1) – элемент 1(2) восстановился, элемент 2(1) включается, элемент 3 от-

ключен, 𝑥2 (𝑥1) – время до конца работы элемента 2(1). 

 1021𝑥2 (2201𝑥1) – элемент 1(2) выходит из строя и начинает восстановление, элемент 

2(1) отключается, включается элемент 3, 𝑥2 (𝑥1) – время до конца работы элемента 2(1). 

 3020𝑥1𝑥2 (3200𝑥1𝑥2) – отказ системы: 𝑥1 (𝑥2) – время до конца восстановления элемента 

1(2), 𝑥2 (𝑥1) – время до конца работы элемента 2(1). 

Запишем вероятности переходов между состояниями системы: 

𝑃1112𝑥2
2201𝑥1 = 𝑓1(𝑥2 + 𝑥1), 𝑥1 > 0;   𝑃1112𝑥2

1021𝑦2 = 𝑓1(𝑥2 − 𝑦2), 0 < 𝑦2 < 𝑥2; 

𝑃2112𝑥1
1021𝑥2 = 𝑓2(𝑥1 + 𝑥2), 𝑥2 > 0;   𝑃2112𝑥1

2201𝑦1 = 𝑓2(𝑥1 − 𝑦1), 0 < 𝑦1 < 𝑥1; 

𝑃1021𝑥2
1112𝑥2 = ∫ 𝑔1(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝑃(𝜏 > 𝛽1);   𝑃1021𝑥2
3020𝑥1𝑥2 = ∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡

∞

0

; 

𝑃2201𝑥1
2112𝑥1 = ∫ 𝑔2(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

= 𝑃(𝜏 > 𝛽2);  

 𝑃2201𝑥1
3200𝑥1𝑥2 = ∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡

∞

0
;  𝑃3020𝑥1𝑥2

1112𝑥2 = 1,    𝑃3200𝑥1𝑥2
2112𝑥1 = 1. (2) 

Выпишем систему уравнений для нахождения стационарного распределения ВЦМ. 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝜌(1112𝑥2) = 𝜌(1021𝑥2) ∫ 𝑔1(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
+ ∫ 𝜌(3020𝑥1𝑥2)𝑑𝑥1

∞

0
,

𝜌(2112𝑥1) = 𝜌(2201𝑥1) ∫ 𝑔2(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
+ ∫ 𝜌(3200𝑥1𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0
,

𝜌(1021𝑥2) = ∫ 𝑓1(𝑦2 − 𝑥2)
∞

𝑥2
𝜌(1112𝑦2)𝑑𝑦2 + ∫ 𝑓2(𝑥2 + 𝑥1)𝜌(2112𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0
,

𝜌(2201𝑥1) = ∫ 𝑓2(𝑦1 − 𝑥1)
∞

𝑥1
𝜌(2112𝑦1)𝑑𝑦1 + ∫ 𝑓1(𝑥1 + 𝑥2)𝜌(1112𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0
,

𝜌(3020𝑥1𝑥2) = 𝜌(1021𝑥2) ∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0
,

𝜌(3200𝑥1𝑥2) = 𝜌(2201𝑥1) ∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0
,

∫ 𝜌(𝑒)𝑑𝑒
𝐸

= 1 ( условие нормировки).

. (3) 

Подставим уравнение 5 в уравнение 1 системы (3). Получим 

𝜌(1112𝑥2) = 𝜌(1021𝑥2)∫ 𝑔1(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡 +
∞

0

+ 𝜌(1021𝑥2)∫ 𝑑𝑥1∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

∞

0

= 

= 𝜌(1021𝑥2) [∫ 𝑔1(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+∫ 𝑑𝑥1∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

∞

0

] = 

= 𝜌(1021𝑥2) [∫ 𝑔1(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+∫ 𝑟(𝑡)𝑑𝑡∫ 𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑥1

∞

0

∞

0

] = 

= 𝜌(1021𝑥2) [∫ 𝑔1(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+∫ 𝑟(𝑡)𝐺1̅̅ ̅(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

] = 𝜌(1021𝑥2). 

Аналогично, подставляя уравнение 6 в уравнение 2 системы (3), получаем: 

𝜌(2112𝑥1) = 𝜌(2201𝑥1). 
Следовательно, система (3) приводится к виду: 

 {
𝜌(1021𝑥2) = ∫ 𝑓1(𝑦2 − 𝑥2)

∞

𝑥2
𝜌(1021𝑦2)𝑑𝑦2 + ∫ 𝑓2(𝑥2 + 𝑥1)𝜌(2201𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0
,

𝜌(2201𝑥1) = ∫ 𝑓2(𝑦1 − 𝑥1)
∞

𝑥1
𝜌(2201𝑦1)𝑑𝑦1 + ∫ 𝑓1(𝑥1 + 𝑥2)𝜌(1021𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0
.
. (4) 

Решение системы (4) найдено в [12] и имеет вид: 

𝜌(1112𝑥2) = 𝜌(1021𝑥2) = 𝜌0𝐹2̅̅̅(𝑥2), 
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𝜌(2112𝑥1) = 𝜌(2201𝑥1) =  𝜌0𝐹1̅(𝑥1),   

𝜌(3020𝑥1𝑥2) = 𝜌0𝐹2̅̅̅(𝑥2)∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

, 

𝜌(3200𝑥1𝑥2) = 𝜌0𝐹1̅(𝑥1) ∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0
 (5) 

константа 𝜌0 находится из условия нормировки. 

Времена пребывания в состояниях системы: 

𝜃1112𝑥2 = 𝛼1 ∧ 𝑥2, 𝜃2112𝑥1 = 𝛼2 ∧ 𝑥1, 𝜃1021𝑥2 = 𝛽1 ∧ 𝜏, 
   𝜃2201𝑥1 = 𝛽2 ∧ 𝜏, 𝜃3020𝑥1𝑥2 = 𝑥1, 𝜃3200𝑥1𝑥2 = 𝑥2, (6) 

где ∧ − знак минимума.  

Тогда средние времена пребывания в состояниях равны: 

𝑀𝜃1112𝑥2 = ∫ 𝐹1̅(𝑡)𝑑𝑡
𝑥2

0

, 𝑀𝜃2112𝑥1 = ∫ 𝐹2̅̅̅(𝑡)𝑑𝑡
𝑥1

0

, 

   𝑀𝜃1021𝑥2 = ∫ 𝐺1̅̅ ̅(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
,   𝑀𝜃2201𝑥1 = ∫ 𝐺2̅̅ ̅(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡

∞

0
. (7) 

𝑀𝜃3020𝑥1𝑥2 = 𝑥1, 𝑀𝜃3200𝑥1𝑥2 = 𝑥2. 
Разобьем пространство состояний 𝐸 на два непересекающихся подмножества: работо-

способных (𝐸+) и отказовых состояний (𝐸−): 

𝐸+ = {1112𝑥2, 2112𝑥1, 1021𝑥2, 2201𝑥1}, 𝐸− = {3020𝑥1𝑥2, 3200𝑥1𝑥2} 
Найдем стационарные характеристики надежности системы. 

Используя вероятности переходов (2), стационарное распределение (5), средние времена 

пребывания в состояниях (7), получаем:  

∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸+

= 𝜌0∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝐺1̅̅ ̅(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+ 

+𝜌0∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝐺2̅̅ ̅(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+ 𝜌0∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝐹1̅(𝑡)𝑑𝑡
𝑥2

0

+ 

+𝜌0∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝐹2̅̅̅(𝑡)𝑑𝑡
𝑥1

0

= 𝜌0𝑀𝛼2𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏) + 𝜌0𝑀𝛼1𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏) + 

+𝜌0𝑀𝛼1𝑀𝛼2. 

∫ 𝑃(𝑥, 𝐸−)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸+

= 𝜌0∫ 𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+ 

+𝜌0∫ 𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 

= 𝜌0𝑀𝛼2∫ 𝑟(𝑡)𝐺1̅̅ ̅(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+ 𝜌0𝑀𝛼1∫ 𝑟(𝑡)𝐺2̅̅ ̅(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 

= 𝜌0𝑀𝛼2𝑃(𝛽1 > 𝜏) + 𝜌0𝑀𝛼1𝑃(𝛽2 > 𝜏). 

∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸−

= 𝜌0∫ 𝑥1𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+ 

+𝜌0∫ 𝑥2𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 

= 𝜌0𝑀𝛼2∫ 𝑥1𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

+ 𝜌0𝑀𝛼1∫ 𝑥2𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

. 

Используя результаты, полученные в [18, с. 61], получаем 

∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸−

= 𝜌0𝑀𝛼2[𝑀𝛽1 −𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏)] + 𝜌0𝑀𝛼1[𝑀𝛽2 −𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏)]. 

∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸

= ∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸−

+∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸+

= 
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= 𝜌0𝑀𝛼2[𝑀𝛽1 −𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏)] + 𝜌0𝑀𝛼1[𝑀𝛽2 −𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏)] + 𝜌0𝑀𝛼2𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏) + 

+𝜌0𝑀𝛼1𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏) + 𝜌0𝑀𝛼1𝑀𝛼2 = 𝜌0[𝑀𝛼1𝑀𝛼2 +𝑀𝛼2𝑀𝛽1 +𝑀𝛼1𝑀𝛽2], 
где выше обозначено: 

𝑚(𝑥) – средние времена пребывания в состояниях, 𝑃(𝑥, 𝐸−) – вероятности перехода из рабо-

тоспособных состояний в отказовые, 𝑀(𝛽 ∧ 𝜏) – математическое ожидание минимума двух 

СВ, 𝑃(𝛽 > 𝜏) – математическое ожидание того, что СВ 𝛽 больше СВ 𝜏. 

𝑃(𝛽 > 𝜏) = ∫ 𝑟(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

  , 𝑀(𝛽 ∧ 𝜏) = ∫ �̅�(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

  . 

Используя формулы, представленные в [12, 13], и выражения, найденные выше, полу-

чаем: 

 среднее стационарное время безотказной работы 𝑇+: 

𝑇+ =
∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸+

∫ 𝑃(𝑥, 𝐸−)𝜌(𝑑𝑥)𝐸+

=
𝑀𝛼2𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏) + 𝑀𝛼1𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏) + 𝑀𝛼1𝑀𝛼2

𝑀𝛼2𝑃(𝛽1 > 𝜏) + 𝑀𝛼1𝑃(𝛽2 > 𝜏)
, 

 среднее стационарное время восстановления 𝑇−: 

𝑇− =
∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸−

∫ 𝑃(𝑥, 𝐸−)𝜌(𝑑𝑥)𝐸+

=
𝑀𝛼2[𝑀𝛽1 −𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏)] + 𝑀𝛼1[𝑀𝛽2 −𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏)]

𝑀𝛼2𝑃(𝛽1 > 𝜏) + 𝑀𝛼1𝑃(𝛽2 > 𝜏)
, 

 стационарный коэффициент готовности 𝐾г: 

𝐾г =
∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸+

∫ 𝑚(𝑥)𝜌(𝑑𝑥)
𝐸

=
𝑀𝛼2𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏) + 𝑀𝛼1𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏) + 𝑀𝛼1𝑀𝛼2

𝑀𝛼1𝑀𝛼2 +𝑀𝛼2𝑀𝛽1 +𝑀𝛼1𝑀𝛽2
. 

В случае неслучайного резерва времени, т.е. когда 𝑅(𝑥) = 1(𝑥 − ℎ), где h – величина 

резерва времени, стационарные характеристики надежности примут вид: 

 среднее стационарное время безотказной работы 𝑇+: 

𝑇+ =
𝑀𝛼2 ∫ 𝐺1̅̅̅̅ (𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
+𝑀𝛼1 ∫ 𝐺2̅̅̅̅ (𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
+𝑀𝛼1𝑀𝛼2

𝑀𝛼2𝐺1̅̅̅̅ (ℎ)+𝑀𝛼1𝐺2̅̅̅̅ (ℎ)
, (8) 

 среднее стационарное время восстановления 𝑇−: 

𝑇− =
𝑀𝛼2 ∫ 𝐺1̅̅̅̅ (𝑡)𝑑𝑡

∞

ℎ
+𝑀𝛼1 ∫ 𝐺2̅̅̅̅ (𝑡)𝑑𝑡

∞

ℎ

𝑀𝛼2𝐺1̅̅̅̅ (ℎ)+𝑀𝛼1𝐺2̅̅̅̅ (ℎ)
,  (9) 

 стационарный коэффициент готовности 𝐾г: 

 𝐾г =
𝑀𝛼2 ∫ 𝐺1̅̅̅̅ (𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
+𝑀𝛼1 ∫ 𝐺2̅̅̅̅ (𝑡)𝑑𝑡

ℎ

0
+𝑀𝛼1𝑀𝛼2

𝑀𝛼1𝑀𝛼2+𝑀𝛼2𝑀𝛽1+𝑀𝛼1𝑀𝛽2
. (10) 

В качестве иллюстративного примера использования формул (8)-(9), рассмотрим си-

стему S, для которой перед началом её функционирования принято, что СВ 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 имеют 

распределение Эрланга IV порядка и М𝛼1 = 150 ч., М𝛼2 = 100 ч., М𝛽1 = 24 ч., М𝛽2 = 20 ч., 

а резерв времени h изменяется от 10 до 20 часов. Полученные результаты изображены на рис. 

2 (а, б, в). 
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а)                                                                                   б) 

 
в) 

Рис. 2. Графики стационарных характеристик надежности при различных значениях 

резерва времени h: а – среднее время безотказной работы, б – среднее время 

восстановления, в – стационарный коэффициент готовности 

2. Нахождение вероятностей перехода укрупненной полумарковской модели. Для 

построения скрытой марковской модели (СММ) укрупним по непрерывным компонентам ста-

ционарные распределения (5), т.е. применим алгоритм стационарного фазового укрупнения к 

каждому состоянию. Отметим, что фазовое пространство полумарковских состояний получа-

ется добавлением к кодам физических состояний совокупности непрерывных компонент, фик-

сирующих остаточные времена действия факторов, изменяющих состояния системы. [13] Эти 

непрерывные компоненты и желательно укрупнять, оставляя только дискретное множество 

физических состояний. 

Получим  

∫ 𝜌(1112𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

= ∫ 𝜌(1021𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

= 𝜌0∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

= 𝜌0𝑀𝛼2, 

∫ 𝜌(2112𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

= ∫ 𝜌(2201𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

= 𝜌0∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

= 𝜌0𝑀𝛼1, 

∫ ∫ 𝜌(3020𝑥1𝑥2)𝑑𝑥1

∞

0

∞

0

𝑑𝑥2 = 𝜌0∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝑥1𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔1(𝑥1 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 

= 𝜌0𝑀𝛼2∫ 𝑟(𝑡)𝐺1̅̅ ̅(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 𝜌0𝑀𝛼2𝑃(𝛽1 > 𝜏). 

∫ ∫ 𝜌(3200𝑥1𝑥2)𝑑𝑥1

∞

0

∞

0

𝑑𝑥2 = 𝜌0∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1

∞

0

∫ 𝑥2𝑑𝑥2

∞

0

∫ 𝑟(𝑡)𝑔2(𝑥2 + 𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 

= 𝜌0𝑀𝛼1∫ 𝑟(𝑡)𝐺2̅̅ ̅(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 𝜌0𝑀𝛼1𝑃(𝛽2 > 𝜏). 
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Следовательно, дискретное фазовое пространство укрупненных состояний рассматрива-

емой системы имеет вид:  

�̂� = {1112, 2112, 1021, 2201, 3020, 3200}. 
Используя формулы, представленные в [12, стр. 36],  

 𝑝𝑘
�̂� =

∫ 𝜌(𝑑𝑒)𝑃(𝑒,𝐸𝑟)𝐸𝑘

𝜌(𝐸𝑘)
,   𝑚�̂� =

∫ 𝜌(𝑑𝑒)𝑚(𝑒)
𝐸𝑘

𝜌(𝐸𝑘)
 . (11) 

найдем вероятности переходов 𝑝𝑘
�̂� между укрупненными состояниями и средние времена пре-

бывания 𝑚�̂� в них. 

Вычислим знаменатели формул (11). 

𝜌(𝐸1112) = 𝜌(𝐸1021) = 𝜌0𝑀𝛼2,   𝜌(𝐸2112) = 𝜌(𝐸2201) = 𝜌0𝑀𝛼1, 
𝜌(𝐸3020) = 𝜌0𝑀𝛼2𝑃(𝛽1 > 𝜏),   𝜌(𝐸3200) = 𝜌0𝑀𝛼1𝑃(𝛽2 > 𝜏). 

Средние времена пребывания 𝑚�̂� равны: 

�̂�1112 =
∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2
∞

0
∫ 𝐹1̅(𝑡)𝑑𝑡
𝑥2
0

𝑀𝛼2
, �̂�2112 =

∫ 𝐹1̅(𝑥1)𝑑𝑥1
∞

0
∫ 𝐹2̅̅̅(𝑡)𝑑𝑡
𝑥1
0

𝑀𝛼1
, 

�̂�1021 =
∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2
∞

0
∫ 𝐺1̅̅ ̅(𝑡)�̅�(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

𝑀𝛼2
= 𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏), �̂�2201 = 𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏), 

�̂�3020 =
𝑀𝛽1 −𝑀(𝛽1 ∧ 𝜏)

𝑃(𝛽1 > 𝜏)
, �̂�3200 =

𝑀𝛽2 −𝑀(𝛽2 ∧ 𝜏)

𝑃(𝛽2 > 𝜏)
. 

Найдем вероятности переходов 𝑝𝑘
�̂�: 

�̂�1112
1021 =

∫ 𝐹2̅̅̅(𝑥2)𝑑𝑥2
∞

0
∫ 𝑓1(𝑥2 − 𝑡)𝑑𝑡
𝑥2
0

𝑀𝛼2
=
𝑀𝛼2 −𝑀(𝛼1 ∧ 𝛼2)

𝑀𝛼2
, 

�̂�1112
2201 =

𝑀(𝛼1 ∧ 𝛼2)

𝑀𝛼2
, �̂�2112

1021 =
𝑀(𝛼1 ∧ 𝛼2)

𝑀𝛼1
, �̂�2112
2201 =

𝑀𝛼1 −𝑀(𝛼1 ∧ 𝛼2)

𝑀𝛼1
,  

�̂�1021
1112 = 𝑃(𝜏 > 𝛽1), �̂�1021

3020 = 𝑃(𝜏 < 𝛽1), �̂�2201
2112 = 𝑃(𝜏 > 𝛽2),  

�̂�2201
3200 = 𝑃(𝜏 < 𝛽2), �̂�3020

1112 = 1, �̂�3200
2112 = 1.  

Тогда матрица переходных вероятностей �̂�𝑖
𝑗
 между укрупненными состояниями системы 

равна:  

   

   

   

   

2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 1 2

1 1

1 1

2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

ˆ
0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

j

i

M M M

M M

M M M

M M
P

P P

P P

    

 

    

 

   

   

   
 
 
   
 
 


  
 

  
 
 
 
 

 

3. Скрытая марковская модель рассматриваемой системы. Для полного описания 

СММ [16, 17] необходимо определить: 

1. Множество состояний модели соответствует множеству состояний укрупненной мо-

дели �̂�. 

2. Алфавит наблюдаемой последовательности (множество сигналов).  

Предположим, что при функционировании системы S состояния ВЦМ укрупненной мо-

дели не наблюдаются (скрытые состояния), а наблюдаются только количество работоспособ-

ных элементов во время смены состояний ВЦМ. Введём следующее множество сигналов: 

𝐽 = {0, 1, 2}, 
где 
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 0 – отказ системы; 

 1 – элементы 1 и 2 системы функционируют; 

 2 – система работоспособна за счет резервного дизельного генератора. 

Множество сигналов можно выбирать по-разному. Множество сигналов J выбрано в та-

ком виде, т.к. «точную» информацию о количестве работоспособных основных и резервных 

элементов можно получить практически для любой системы.  

3. Матрицу переходных вероятностей между состояниями системы.  

Для нашей модели матрица переходных вероятностей состоит из переходных вероятно-

стей �̂�𝑖
𝑗
 укрупненной полумарковской модели. 

4. Связь состояний модели с сигналами. 

Рассмотрим связь между состояниями вложенной цепи Маркова (ВЦМ) укрупненной 

модели и сигналами, т.е. определим функцию связи 𝑅(𝑠|𝒙) [16, 18]: 

𝑅(𝑠|𝒙) = 𝑃(𝑆𝑛 = 𝑠|𝑋𝑛 = 𝒙), 𝒙 ∈ �̂�, 𝑠 ∈ 𝐽,∑ 𝑅(𝑠|𝒙)
𝑠∈𝐽

= 1, 

где 𝑆𝑛 – n-ый сигнал.  

Будем считать, что сигналы 0 и 2 испускаются верно с вероятностью 0,99 и с вероятно-

стью 0,01 ошибочно.  

Функция 𝑅(𝑠|𝒙) связи состояний ВЦМ укрупненной модели с сигналами представлена в 

таблице 1. 

Таблица 1. Функция связи 𝑅(𝑠|𝑥) состояний ВЦМ укрупненной модели с сигналами 

                       Сигнал, s  

Состояние, x 
s=0 s=1 s=2 

1112 0 1 0 

2112 0 1 0 

1021 0,01 0 0,99 

2201 0,01 0 0,99 

3020 0,99 0 0,01 

3200 0,99 0 0,01 

5. Начальное распределение вероятностей модели. 

Будем считать, что в начальный момент времени укрупненная модель равновероятно мо-

жет находится в состоянии 1112 или 2112.  

СММ на основе укрупненной полумарковской модели построена. 

4. Оценка характеристик и прогнозирование состояний. В качестве иллюстративного 

примера, рассмотрим систему S, для которой перед началом её функционирования принято, 

что СВ 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2 имеют распределение Эрланга IV порядка и М𝛼1 = 150 ч., М𝛼2 = 100 ч., 

М𝛽1 = 24 ч., М𝛽2 = 20 ч., М𝜏 = 15 ч. Предполагается, что в начальный момент времени си-

стема находится в состояниях 1112 и 2112 с вероятностями 0,5. 

Предположим, что в результате функционирования системы S получен следующий век-

тор сигналов: 

𝑠30 = (1,2,1,2,1,2,1,2,0,1,2,1,2,1,2,0,1,2,1,2,0,1,2,1,2,1,2,1,2,1), n=30. 

Рассмотрим задачи по оценке характеристик скрытой марковской модели с учетом вве-

дённых параметров, следуя [18, 19]. 

1. Определим вероятности состояний скрытой модели в момент испускания 30-го сиг-

нала (последнего сигнала в цепочке). 

Т.к. 30-й сигнал равен 1 (элементы 1 и 2 системы функционируют), то стоит задача опре-

деления вероятности нахождения укрупненной системы в состояниях, приводящих к испуска-
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нию указанного сигнала. В результате получаем, что на 30-ом шаге укрупнённая модель с ве-

роятностью 0,3553 находилась в состоянии 1112, с вероятностью 0,6447 в состоянии 2112. Для 

остальных состояний эта вероятность равна нулю.  

2. Найдём вероятности, с которыми скрытая модель осуществит переход в состояния на 

следующем 31-ом шаге. 

Вероятности перехода скрытой модели на 31-ом шаге: в состояние 1021 с вероятностью 

0,419, в состояние 2201 – 0,581, во все остальные – с нулевой. 

3. Определим вероятности появления сигналов на следующем 31-ом шаге. 

Получаем, что вероятность появления сигнала 2 на 31-м шаге равна 0,99, сигнала 0 – 

0,01, сигнала 1 – 0. 

4. Найдем вероятность появления (испускания) полученного вектора сигналов 𝑠30. 

Вероятность появления полученного вектора сигналов 𝑠30 равна 0,00000243. 

5. Прогнозирование состояний скрытой модели по полученному вектору сигналов. 

В таблице 2 указаны наиболее вероятные состояния скрытой модели на указанных в ней 

переходах и вероятности этих состояний. 

Применяя алгоритм алгоритм Баума-Велша [15, 16], получаем переоцененную матрицу 

переходных вероятностей для рассматриваемой системы. Исходная матрица переходных ве-

роятностей и матрица переходных вероятностей после переоценки представлены на рисунке 

3.  

Таблица 2. Наиболее вероятные состояния скрытой модели на переходах 

Номер перехода 1 7 11 17 21 26 29 

Наиболее вероятное со-

стояние 
1112 2112 2201 2112 3200 2112 2201 

Вероятность состояния 0,5233 0,6737 0,6520 0,5190 0,5136 0,6132 0,6447 

Применяя алгоритм Витерби [15, 16] к переоцененной модели, определяем наиболее ве-

роятную цепочку состояний для полученного вектора сигналов: 1112, 2201, 2112, 1021, 1112, 

2201, 2112, 1021, 3020, 1112, 2201, 2112, 1021, 2112, 2201, 3200, 2112, 2201, 2112, 1021, 3020, 

1112, 2201, 2112, 1021, 2112, 2201, 2112, 1021, 2112. 

0 0 0,1454 0,8546 0 0

0 0 0,5697 0,4303 0 0

0,2606 0 0 0 0,7394 0

0 0,3469 0 0 0 0,6531

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
  
 

0 0 0,1283 0,8717 0 0

0 0 0,5369 0,4631 0 0

0,7075 0 0 0 0,2925 0

0 0,8066 0 0 0 0,1934

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

а)                                                                               б) 

Рис. 3. Матрицы переходных вероятностей: а) исходная матрица переходных  

вероятностей ,j

iP  б) переоцененная матрица переходных вероятностей 
j

iP  

Обсуждение. Результаты данной статьи открывают большие возможности для оценки 

функционирования автономных ветродизельных комплексов. В статье показано, как приме-

нить аппарат теории скрытых марковских моделей (используемый для систем с конечным 

множеством состояний) для полумарковских моделей, у которых общее фазовое простран-

ство состояний, что расширяет возможности применения теории СММ. 

В статье приведены лишь иллюстративные примеры, показывающие расширение воз-

можностей моделирования автономных ветродизельных комплексов при использовании 
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разработанной авторами методики. Однако, очевидно, что для специалистов-энергетиков не 

составит труда использовать параметры реальных ветродизельных комплексов в качестве 

входных данных моделей с последующим расчетом характеристик. 

Следует отметить, что полученные результаты при должной переформулировке могут 

быть использованы для анализа функционирования технических систем различного назна-

чения. 

 

 

Рис. 4. Решетчатая диаграмма функционирования системы 

Решетчатая диаграмма для первых 12 полученных сигналов изображена на рис. 4. Для 

простоты используется следующая перекодировка состояний модели: 1112 ↔ 1, 2112 ↔ 2, 

1021 ↔ 3, 2201 ↔ 4, 3020 ↔ 5, 3200 ↔ 6. Наиболее вероятные состояния (по алгоритму Ви-

терби для переоцененной модели) для вектора полученных сигналов выделены жирной ли-

нией. Тонкими линиями соединены другие возможные состояния, которые система могла бы 

достичь без информации о векторе сигналов. 

Заключение. В данной работе построена полумарковская модель автономного ВДК, 

позволяющая рассчитать стационарные и временные характеристики надежности. Затем на ее 

основе разработана скрытая марковская модель, которая используется для нахождения оценок 

характеристик автономного ВДК и прогнозирования его состояний на основе полученного в 

результате функционирования вектора сигналов. Результаты исследования позволят прогно-

зировать режимы работы автономного ВДК. Полученная CММ позволяет переоценивать па-

раметры построенной модели (обучать) для повышения ее адекватности, согласно получае-

мым в процессе функционирования сигналам. 

Результаты исследования получены в общем виде и инвариантны относительно законов 

распределения случайных величин, описывающих элементы автономного ВДК. Они позво-

ляют моделировать функционирование системы при различных законах распределения, осно-

вываясь на статистических данных, не видоизменяя саму модель. В дальнейшем планируется 

обобщить результаты на случай парка (состоящего из N штук) ветродизельных комплексов. 
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