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Аннотация. В работе представлена нестационарная модель течения вязкого сжимаемого теплопроводного 

газа, позволяющая описать тепловые и скоростные поля, создаваемые основным высокотемпературным 

потоком, протекающим с внешней стороны пластины, внутренним охлаждающим потоком и струей, 

создающей охлаждающую пленку на защищаемой поверхности. Динамика газа описана на основе 

численного решения системы уравнений Навье-Стокса явным методом Мак-Кормака с расщеплением 

исходного оператора по пространственным направлениям и схемой нелинейной коррекции. Блочная 

конечно-разностная сетка построена методом Томпсона со сгущением узлов в пристеночной области. В 

качестве модели подсеточной турбулентности применяется алгебраическая модель Смагоринского. 

Записана итерационная схема Зейделя для стационарного уравнения теплопроводности в обобщенных 

криволинейных координатах. 
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Введение. Одним из применений математических методов является разработка матема-

тических моделей физических процессов. Математические модели газовой динамики пред-

ставляют собой нелинейные системы уравнений в частых производных, для интегрирования 

которых в частности применяются численные алгоритмы. В данной работе к системе уравне-

ний динамики газа применен один из конечно-разностных методов, реализованный в виде 

компьютерной программы. Для определения сеточной сходимости численного алгоритма про-

веден ряд численных экспериментов на последовательности вложенных сеток. Математиче-

ская модель описывала процесс конвективно-пленочного охлаждения.  

Актуальность моделирования конвективно-пленочной системы воздушного охлаждения 

турбин газотурбинных двигателей определяется требованиями разработки системы расчета и 

проектирования турбинных лопаток, позволяющей обеспечить минимально возможный рас-

ход охлаждающего воздуха при прочих равных условиях [1].  Данная задача является одной 

из приоритетных для турбостроения, так как основным направлением в совершенствовании 

авиационных газотурбинных двигателей остается повышение температуры и давления газа 

перед турбиной высокого давления, что требует создания жаропрочных сплавов и совершен-

ствования систем охлаждения [2].  

Важно отметить, что при увеличении температуры газа перед турбиной, достигающей в 

настоящее время 1900…2000 К, с каждого килограмма горячего газа вырабатывается больше 

полезной работы [3]. Для реализации «заградительных» способов охлаждения были разрабо-

таны различные схемы подачи воздуха на внешнюю поверхность турбинных лопаток, такие, 

как инжекционные [4], эффузионные [5], транспирационные [6] и пленочные варианты [7]. 
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Наиболее хорошо себя зарекомендовали системы пленочного охлаждения с вдувом охлажда-

ющего воздуха через отверстия и щели в поток горячего газа. Они являются наиболее техно-

логичными, надежными и эффективными способами тепловой защиты [4]. 

Наряду с физическим экспериментом, исследование термо- и газодинамических процес-

сов, происходящих при конвективно-пленочном охлаждении, ведется методами математиче-

ского моделирования [8]. В практике инженерных расчетов, наряду с осредненными по Рей-

нольдсу уравнениями Навье-Стокса и их замыканием с помощью полуэмпирических моделей 

турбулентности (RANS), используются различные модели крупных вихрей (LES) с подсеточ-

ными моделями вихревой турбулентной вязкости [9-11]. В данной работе для описания про-

цессов, сопровождающих конвективно-пленочное охлаждение плоской пластины использу-

ется метод крупных вихрей с использованием пристеночных функций для решения нестацио-

нарной системы уравнений вязкого сжимаемого теплопроводного газа с моделью подсеточной 

вязкости Смагоринского [9-11]. Для получения квазистационарных решений применяется ме-

тод установления. 

1. Схема расчетной области и методика расчета. Схема расчетной области приведена 

на рис. 1. Пластина разделяет потоки горячего (область V) и холодного газа (область I), дви-

жущиеся со скоростями U, температурами Т, плотностями  и давлениями p. Параметры горя-

чего потока на входе – U1, T1, 1, p1, холодного – U2, T2, 2, p2. Области соединяются плоским 

каналом, расположенным под углом  к верхней и нижней поверхностям пластины. В области 

холодного течения (I) создано более высокое давление 2 1р p , в результате чего формируется 

холодная струя, создающая защитную пленку на внешней поверхности пластины в области V. 

В процессе взаимодействия с горячим потоком происходят нагрев и разрушение защитной 

пленки. Интерес представляет анализ температурных полей по обе стороны от пластины и 

распределения температуры внутри нее при различных режимных параметрах потоков, гео-

метрических параметрах пластины и канала, интенсивностях теплоотдачи на внутренней и 

внешней обтекаемых поверхностях. 

Для описания динамики газа была использована система уравнений метода LES  в обоб-

щенных криволинейных координатах   х, у   ,  х, у    [11], где (х, у) – физические, а , 

 – расчетные координаты [12−15]: 

 t   q F G H , (1) 

где q – вектор независимых газодинамических функций в консервативной форме; t – время; F, 

G – вектора потоков, включающие в себя идеальную и вязкую составляющие; H  – источни-

ковое слагаемое;  
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Здесь , u, v, Е, I, Т, p – плотность, продольная и поперечная составляющие скорости, пол-

ная и внутренняя энергия, температура и давление газа, соответственно; J – якобиан перехода; 

, , ,x y x y     – метрические коэффициенты; 
xQ , 

yQ  – тепловые потоки ; xx, yy, xy − составля-

ющие тензора вязких напряжений: 
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, t – динамическая молекулярная и подсеточная вихревая вязкость газа, соответственно.  

Составляющие теплового потока 
xQ  и 

yQ :  
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где Prt – подсеточное турбулентное число Прандтля; k, kt – коэффициенты молекулярной и 

подсеточной вихревой теплопроводности, соответственно; 
pC  – удельная теплоемкость при 

постоянном давлении. 

Полная энергия газа рассчитывалась по уравнению  2 20.5E I u v    , а внутренняя 

энергия газа – 
VI С T  , где 

VС  − удельная теплоемкость при постоянном объеме. Темпера-

тура газа определялась как  2 20.5 ( ) / VТ E u v С     , а давление газа – ( 1)p I     где  – 

постоянная адиабаты. 

Метрические коэффициенты и якобиан перехода от расчетных координат к физическим 

задаются в виде [12−15]: ,x J y    y J x    , x J y    , y J x   , 
x y y xJ      . 

Система (1) решалась явным методом Мак-Кормака второго порядка [13, 15-18] с рас-

щеплением исходного оператора по пространственным направлениям: 
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вектору газодинамических функций с предыдущего слоя осуществляется следующим обра-

зом: 
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Здесь t t t      . Так, для получения промежуточных значений вектора q(1) необхо-

димо применить одномерный оператор )2( /t P  по переменной  к вектору газодинамиче-

ских функций на временном слое nt . Действие каждого одномерного оператора P состоит в 

последовательном выполнении шагов «предиктор» и «корректор» по соответствующей про-

странственной переменной: 
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На шаге «предиктор» аппроксимация производных по  , входящих в 
n

k,j  1F , 
n

k,j  F  вы-

полняется с помощью левой разностной схемы первого порядка точности, на шаге «коррек-

тор» – при помощи правой, а производные по  приближаются центральными разностными 

схемами второго порядка. Производные по , входящие в 
n

k,j 1G , 
n

k,jG  аппроксимируются на 

шаге «предиктор»  левыми разностными схемами первого порядка, а на шаге «корректор»  – 

правыми. Разностные производные по  в 
n

k,j 1G , 
n

k,jG  на каждом шаге – центральные. 

Подсеточная динамическая вязкость определялась при помощи модели Смагоринского 

[10]: 

2( ,)t С S      min ,( )х у    ,  

2 22
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u v u v
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, 

где С
 – константа Смагоринского, 0.151С  . 

Блочно-структурированная конечно-разностная сетка строилась путем объединения се-

точных блоков области течения газа, показанных на рис. 1б. Внутри каждого блока для по-

строения сетки применялся метод Томпсона [13]. Сетки смежных блоков, в том числе, твер-

дотельные, предназначенные для решения задачи теплопроводности, строились конформные, 

с совпадающими на границах блоков узлами. 

На твердых границах расчетной области для составляющих скорости задавались условия 

прилипания, для давления, температуры, энергии и плотности газа – однородные граничные 

условия 2 рода. На входных границах областей течения горячего и холодного газа задавались 

давление, плотность и температура, а также однородные граничные условия 2 рода для состав-

ляющих скорости. На выходных границах задавались значения давления и ставились однород-

ные граничные условия 2 рода для остальных газодинамических функций.  

Для моделирования теплового пограничного слоя и определения температуры поверхно-

сти пластины применялись скоростная и тепловая пристеночные функции, связывающие без-

размерные параметры /( )w iТ T T T

   и 
0 /y u d

   . Здесь Tw – температура стенки в дан-

ном узле на поверхности пластины; Ti – температура потока в ближайшем к нему узле газоди-

намической сетки; ( )/w pТ q C u    – температура трения [19]; d0 – расстояние от узла, распо-

ложенного на поверхности пластины до ближайшего узла газодинамической сетки. Использо-

валась тепловая пристеночная функция вида [19]: 
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,  1,

(y ) 1.87ln( 1) 0.065 0,36,  1 11.7,

2.5ln( ) 1,   11.7

+ +

+ + +

+ +

y Pr y Pr

T y Pr y Pr y Pr

y Pr y Pr

 

 


     
  

  (8) 

Касательное напряжение поверхностного трения τw и динамическая скорость 
1/2 ( )/wu     определяются методом, описанным в [20]. Тепловой поток выражается через 

температуру трения и параметр Т+ [19]: ( ) /w w i pq T T C u Т 

   . Отсюда коэффициент тепло-

отдачи на поверхности пластина-газ /pC u Т 

   . 

Зная температуры газа T1, T2 вблизи горячей и холодной поверхностей пластины в бли-

жайших к поверхности узлам газовой сетки, коэффициенты теплоотдачи поверхностей α1, α2, 

теплопроводность пластины  и ее толщину h, найдем температуры в узлах на поверхностях 

пластины [21]:  

 
1 1 1 1 2 )/( )(w cT T k T T    , 

2 2 2 1 2 )/( )(w cT T k T T    ,   (9) 

где  1 1 1 1/pC u Т 

   , 2 2 2 2/pC u Т 

    – коэффициенты теплоотдачи со стороны горячего и 

холодного потоков; –1

1 21/ 1/ /( )ck h       − коэффициент теплопередачи стенки. В ряде 

работ газодинамическая задача о формировании пленочного заграждения описывается в пред-

положении о нетеплопроводной стенке [8]. Такая модель реализуется при →0. Из (9) следует, 

что при этом условии температура поверхности стенки равна температуре газа в области, при-

легающей к поверхности: 
1 1 2 2,w wT T T T  . Другой предельный случай реализуется при 

→, в частности, при 
1 2   : 

1 2 1 2 2( ) /w wT T T T   . При решении сопряженной задачи ко-

эффициент теплопередачи рассчитывается с учетом толщины пластины и коэффициента теп-

лопроводности. 

В квазидинамическом приближении решение уравнения теплопроводности сводится к 

решению уравнения Лапласа, записанному в обобщенных криволинейных координатах и раз-

решенному относительно температуры в узле (j, k): 
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На каждом временном шаге определялась температура газа в узлах газодинамической 

расчетной области, задавались граничные условия для температуры пластины на границах 

твердотельных блоков. Во внутренних узлах твердотельных блоков температура может быть 

определена из решения уравнения Лапласа, записанного в обобщенных криволинейных коор-

динатах методом Зейделя c контролем сходимости решения. 

Монотонность решения, полученного методом Мак-Кормака, достигалась применением 

алгоритма нелинейной коррекции [22] к вектору газодинамических функций ,( ), , ТU u v E   

после перехода на следующий временной слой (при 1nt t  ):  
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где 1 1
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Ф


   в любом 

другом случае. Здесь 1 1
2

j jj
U U U
   , jU  − значение функции после перехода на ( 1)n   вре-

менной слой по схеме Мак-Кормака без применения схемы коррекции, коэффициент 0.125k 

. Коррекция выполнялась последовательно по всем строкам вдоль координатных линий , а 

затем по всем столбцам вдоль координатных линий  в расчетной области.  

2. Результаты расчетов. В начальный момент времени во внутренних узлах газовой 

расчетной области задавались температура, плотность и составляющие скорости газа. В узлах 

твердотельных областей II, IV (рис. 1) – значения температуры пластины.  

Рассматривалось течение воздуха в областях по обе стороны от пластины, соединенных 

наклонным каналом (рис. 1а). Длина расчетной области L = 0.16 м, высота 
1h = 0.1 м, 

2h

= 0.08 м. Расстояние вдоль пластины от входного сечения до боковой стенки наклонной щели 

F2Е2 =0.07 м. В начальный момент времени задавались температуры и плотности неподвиж-

ного газа в узлах газодинамической сетки: Т20 = 299 К, ρ10 = 1.6 кг/м3, Т10 = 600 К, 

ρ20 = 0.76 кг/м3, а также температура в узлах твердотельной сетки Т = Т20.  Давление газа на 

входе и выходе областей I и V составляло, соответственно:  
201.1вхp р , 

200.9выхp р , 

101.1вхp р , 
100.9выхp р , где 

20р  128 кПа и 
10р  120.5 кПа – начальные давления газа в об-

ластях I и V. Расчеты проводились для воздуха при Prt = 0.9. На верхней границе области V и 

на нижней границе области I для всех газодинамических функций, задавались однородные 

граничные условия 2 рода (рис. 1б). Толщина пластины h и ширина наклонной щели d состав-

ляли h d 0.003 м, коэффициент теплопроводности составлял  = 200 Вт/(мК).  

 
 

а б 

 
в 

Рис. 1. Схема расчетной области (а), расположение сеточных блоков (б) и фрагмент  

конечно-разностной сетки в окрестности канала (в): 1 – горячий поток;  

2 – холодный поток; 3 – зона формирования пленки 



Нестационарная двухмерная численная модель конвективно-пленочного охлаждения пластины 

«Информационные и математические технологии в науке и управлении»  2023  №  2 (30) 63 

Для оценки работоспособности метода проводились расчеты течения газа в канале с ин-

жектируемой в поток струей под заданным углом. Расчетная область покрывалась равномер-

ной вдоль осей сеткой с числом узлов IJ = 200200. Задавались начальные плотности, скоро-

сти, температура газа. На боковых стенках канала для составляющих скорости ставились усло-

вия прилипания и однородные граничные условия 2 рода для остальных газодинамических 

функций. На нижней стенке канала при 0.15 м < x < 0.173 м задавались нормальная и касатель-

ная составляющие скорости струи. На входной границе канала для всех газодинамических 

функций задавались однородные граничные условия 2 рода. На выходной границе задавалась 

продольная составляющая скорости и однородные граничные условия 2 рода для остальных 

функций. На рис. 2 приведено поле скоростей потока в случае, когда ширина щели, образую-

щей с нижней стенкой угол  = 350, равна d = 0.013 м. В этом случае сечение щели располага-

ется при 0.15 м < x < 0.173 м. Расчеты показывают, что ниже области вдува (х > 0.173 м) фор-

мируется вихрь (рис. 2).  

 
Рис. 2. Поле скоростей 

На рис. 3 приведено пространственное распределение величины, равной отношению 

подсеточной динамической вязкости к молекулярной. Наибольшая величина подсеточной вяз-

кости ( / 50t   ) достигается на границах области вдува и в области, где располагается вих-

ревая структура.  

 
Рис. 3. Пространственное распределение подсеточной вязкости в расчетной области 

На рис. 4а, б приведены результаты расчетов процесса установления температуры (а) и 

плотности газа (б) в точке ( / 2х L , 
2 10.5y h d h   ) на сетках c числом узлов 200200, 

300300, 400400. Сопоставление   результатов расчетов на вложенной последовательности 

сеток демонстрирует сходимость конечно-разностного решения.   
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Рис. 4. Процесс установления температуры (а) и плотности газа (б) в точке ( / 2х L , 

2 10.5y h d h   ) при измельчении конечно-разностной сетки 

Заключение. В работе на основе численного решения системы уравнений Навье-

Стокса проведены расчеты, выполненные при значении параметра вдува 

m=(ρ2|U2|)/(ρ1|U1|)≈0.65 и отрывном режиме течения струи. Исследована сеточная сходимость 

конечно-разностной модели пленочного охлаждения пластины. Выявлено, что ниже области 

вдува происходит формирование вихревой структуры. Определено, что наибольшая вели-

чина подсеточной вязкости достигается на границах области вдува и в области, где формиру-

ется вихрь.  
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Non-stationary two-dimensional numerical model of convective-film cooling of a 

plate based on explicit finite difference predictor-corrector scheme 

Alexey L. Tukmakov1,2, Andrey V. Schukin1, Vitaliy V. Kharkiv1, Nadezhda A. Tukmakova1, 

Adel A. Akhunov1, Dmitry A. Tukmakov2 
1Kazan National Research Technical University, Russia, Kazan, tukmakov@imm.knc.ru 
2Federal Research Center Kazan Scientific Center RAS, Russia, Kazan. 

Abstract. The paper presents a non-stationary model of the flow of a viscous compressible heat-conducting gas, 

which makes it possible to describe the thermal and velocity fields created by the main high-temperature flow 

flowing from the outside of the plate, the internal cooling flow and the jet that creates a cooling film on the 

protected surface. The gas dynamics is described based on the numerical solution of the Navier-Stokes system of 

equations by the explicit McCormack method with splitting of the original operator in spatial directions and a 

nonlinear correction scheme. The block finite-difference grid was constructed by the Thompson method with 

clustering of nodes in the near-wall region. The algebraic Smagorinsky model is used as a subgrid turbulence 

model. The Seidel iterative scheme for the stationary heat conduction equation in generalized curvilinear 

coordinates is written. 

Keywords: navier-Stokes equations, explicit McCormack scheme, heat equation, near-wall functions, convective-

film cooling 
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