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Аннотация. Представлены результаты компьютерной реализации базовой модели потенциала действия 

нервных волокон Ходжкина-Хаксли и предложенной Ноблом модифицированной модели электрической 

активности клеток сердца (волокон Пуркинье). Для решения дифференциальных уравнений моделей в 

среде высокоуровневого программирования Matlab разработаны пользовательские интерфейсы, 

позволяющие работать с моделями в интерактивном режиме. Симуляция моделей проводилась для 

различных значений параметров. Анализ полученных результатов и их сравнение с имеющимися 

экспериментальными и теоретическими данными других авторов подтвердили вывод о том, что модель 

Нобла (в отличие от модели Ходжкина-Хаксли) достаточно адекватно описывает электрические процессы, 

происходящие в клетках миокарда, однако для использования этой модели в практических целях 

необходимо ее дополнить некоторыми параметрами, учитывающими, например, влияние ионов кальция. 

Авторами настоящей статьи предложена модификация модели Нобла, включающая внешний 

стимулирующий ток, проведены численные эксперименты. Приведены графические результаты, сделаны 

практически важные выводы. 
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Введение. Большинство современных математических моделей сердечной деятельности 

[2-18] основаны на базовой модели Ходжкина-Хаксли [1], дифференциальные уравнения ко-

торой определяют потенциал действия аксона кальмара в зависимости от ионных токов, про-

ходящих через клеточную мембрану. В 1962 году Денис Нобл представил одну из первых ма-

тематических моделей электрической активности сердца [2], в которой уравнения оригиналь-

ной модели [1] были адаптированы к клеткам сердечной системы, а именно, к волокнам Пур-

кинье. Однако, как указал сам автор [2] и показали дальнейшие исследования, модель [2] нуж-

далась в доработке. В работе [3] сделана попытка учесть ионные токи кальция, но при этом 

были отброшены некоторые другие параметры, и модель также оказалась несовершенной. В 

более поздних работах Нобла [4-6] и некоторых других авторов [7-16] наблюдается тенденция 

к существенному увеличению количества параметров модели, что, на наш взгляд, не всегда 

оправдано.  

В предлагаемой статье представлены результаты численной реализации моделей [1], [2] 

и проведен анализ полученных графических данных. Показано, что модель [2] (в отличие от 

модели [1]) достаточно адекватно описывает электрические процессы, происходящие в клет-

ках миокарда. Предложена модификация модели [2], включающая один дополнительный па-

раметр, а именно, внешний стимулирующий ток. Проведены численные эксперименты, сфор-

мулированы выводы и некоторые практические рекомендации. 

1. Симуляция модели Ходжкина-Хаксли. Модель [1] описывает потенциал действия 

аксона (нейрита) гигантского кальмара. В рамках этой модели мембрана клетки рассматрива-

ется как плоский конденсатор, эквивалентная электрическая схема которого [1] приведена на 

рисунке 1. Емкостной ток через клеточную мембрану описан как сумма изменений мембран-

ного напряжения 𝑉𝑚 и ионных токов, обусловленных, в первую очередь, натриевыми (Na), 

калиевыми (K) и другими токами (Leak), в основном, хлорид-ионами. Ионные токи определя-

ются их проводимостями (g) и равновесными потенциалами (E), для которых справедлива 

формула Нернста 
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𝐸𝑋 =
𝑅𝑇

𝑧𝐹
𝑙𝑛 (

[𝑋]𝑜

[𝑋]𝑖
), 

𝑅 −газовая постоянная, 𝑇 − абсолютная температура, 𝐹 − число Фарадея, [𝑋]𝑜 , [𝑋]𝑖 − наруж-

ная и внутренняя концентрация ионов, 𝑧 = 1 для Na+ и K+. Значения ионных токов зависят 

также от того, как открываются и закрываются ворота канала (воротные переменные m, n, h). 

Таким образом, дифференциальные уравнения модели [1] являются результатом нелинейных 

взаимодействий между мембранным напряжением  𝑉𝑚 и переменными строби-рования m, h, n 

для ионов Na+, K+. 

 
Рис. 1. Электрическая схема клеточной мембраны Ходжкина-Хаксли 

Основное уравнение модели [1] имеет вид:  

𝐶𝑚
𝑑𝑉𝑚

𝑑𝑡
= −𝐺𝑁𝑎𝑚3ℎ(𝑉𝑚 − 𝑉𝑁𝑎) − 𝐺𝑘𝑛4(𝑉𝑚 − 𝑉𝑁𝑎) − 𝐺𝐿(𝑉𝑚 − 𝑉𝐿) + 𝐼𝑠𝑡,              (1) 

переменные n, m, h связаны с напряжением 𝑉𝑚 уравнениями: 

𝑑𝑛

𝑑𝑡
=  𝛼𝑛(𝑉𝑚)(1 − 𝑛) − 𝛽𝑛(𝑉𝑚)𝑛,  

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= 𝛼𝑚(𝑉𝑚)(1 − 𝑚) − 𝛽𝑚(𝑉𝑚)𝑚,                                            (2) 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 𝛼ℎ(𝑉𝑚)(1 − ℎ) − 𝛽ℎ(𝑉𝑚)ℎ,  

где 𝑚 и ℎ − ворота активации и инактивации соответственно, 𝑛 − ворота активации. Пара-

метры системы (2) определяются зависимостями: 

𝛼𝑛(𝑉𝑚) = 0.01
10−𝑉𝑚

𝑒𝑥𝑝(
10−𝑉𝑚

10
)−1

,   𝛽𝑛(𝑉𝑚) = 0.125𝑒𝑥𝑝 (
−𝑉𝑚

80
),  

𝛼𝑚(𝑉𝑚) = 0.1
25−𝑉𝑚

𝑒𝑥𝑝(
25−𝑉𝑚

10
)−1

,   𝛽𝑚(𝑉𝑚) = 4𝑒𝑥𝑝 (
−𝑉𝑚

18
),                       

𝛼ℎ(𝑉𝑚) = 0.07𝑒𝑥𝑝 (
−𝑉𝑚

20
),   𝛽ℎ(𝑉𝑚) =

1

𝑒𝑥𝑝(
30−𝑉𝑚

10
)+1

,    

где 𝐶𝑚 − мембранная ёмкость, 𝐼𝑠𝑡 − стимулирующий (внешний) ток, 𝑡 − время, 𝐺𝐾 –макси-

мальная проводимость калия в клетке, возникающая при n = 1, 𝐺𝑁𝑎 −максимальная проводи-

мость натрия в клетке, возникающая при m = 1 и h = 1, 𝑉𝑁𝑎 =  𝐸𝑁𝑎 − 𝐸𝑟, 𝑉𝐾 = 𝐸𝐾 − 𝐸𝑟, 𝑉𝐿 =

𝐸𝐿 − 𝐸𝑟, 𝐸𝑟 − значение потенциала покоя (для большинства нейритов это величина порядка 

от – 60 до −70 𝑚𝑉), 𝐸𝑁𝑎, 𝐸𝐾, 𝐸𝐿 − равновесные потенциалы для ионов натрия, калия и токов 

утечки. Коэффициенты модели получены на основании экспериментальных данных. 

Для решения системы уравнений (1) – (2) в среде высокоуровневого программирования 

Matlab был разработан пользовательский интерфейс, позволяющий работать с моделью в 

интерактивном режиме. Симуляция модели проводилась для различных значений параметров. 

На рисунке 2a) представлен результат симуляции при значениях, которые соответствуют нор-

мальному функционированию нейрита (таблице 1).  
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Здесь потенциал покоя  𝐸𝑟 =  −70 𝑚𝑉,   𝐸𝑁𝑎 =  55 𝑚𝑉, 𝐸𝐾 =  72 𝑚𝑉, 𝐸𝐿 =  −

49,387 𝑚𝑉, 𝐶𝑚 = 1 𝜇𝐹/𝑐𝑚2. Результат соответствует данным работы [1] при тех же парамет-

рах. 

Таблица 1. Значения параметров симуляции [1] 

𝑉ions 𝑉𝑁𝑎 = 115  𝑉𝐾 = −12  𝑉𝐿 = 10,6  

𝑔ions 𝑔𝑁𝑎 = 120  𝑔𝐾 = 36  𝑔𝐿 = 0.3  

Рисунок 2b) получен для потенциала покоя 𝐸𝑟 =  −90 𝑚𝑉, который характерен для кле-

ток сердца. Как видим, график потенциала действия здесь не соответствует реальному про-

цессу. 

  

2a) 2b) 

Рис. 2. Симулированный потенциал действия по модели Ходжкина-Хаксли 

Анализ полученных результатов показывает, что модель [1] хорошо описывает про-

цессы, происходящие в нервных клетках, однако для клеток сердца она оказывается непри-

емлемой. В этом случае более адекватной оказывается модель [2]. 

2. Симуляция модели Нобла. В работе [2] клетка рассматривается как аналог 

электрической цепи, где мембрана представлена в виде ёмкости, а каналы – в виде 

электрических проводимостей (рисунок 3). Эквивалентная электрическая схема такой модели 

приведена на рисунке 4. 

 
Рис. 3. Схематическая диаграмма клетки в модели Нобла 

Существенное качественное отличие схемы [2] от схемы [1] заключается в предполо-

жении, что калиевый ток протекает через два нелинейных сопротивления. Параметр 𝐼𝐾1 

представляет входящий ток, а 𝐼𝐾2 – исходящий ток. Еще одно (спорное, на наш взгляд) пред-

положение Нобла – отсутствие в модели внешнего стимулирующего тока  𝐼𝑠𝑡 . 
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Рис. 4. Эквивалентная электрическая схема мембраны из волокна Пуркинье 

Общий подход в [2] основан на численной реконструкции потенциала действия волокон 

Пуркинье с использованием формализма типа Ходжкина-Хаксли. Скорость изменения 

мембранного потенциала 𝑉𝑚  определяется уравнением 

𝐶𝑚
𝑑𝑉𝑚

𝑑𝑡
= −(𝐼𝑁𝑎 + 𝐼𝐾 + 𝐼𝐿),                                                 (3) 

где мембранный ток натрия определяется формулой 

𝐼𝑁𝑎 = 𝐼𝑁𝑎(𝑉𝑚, 𝑡) = (400𝑚3ℎ + 0.14)(𝑉𝑚 − 𝐸𝑁𝑎).                                (4) 

Все коэффициенты модели получены на основе большого количества экспериментов, 

проведенных с волокнами Пуркинье. В частности, коэффициент 400 в формуле (4) и слагаемое 

0.14 приводят к значительному увеличению натриевых потоков по сравнению с моделью для 

нервных волокон [1], так как потенциал покоя клеток сердца (начальное условие для уравне-

ния (3)) значительно ниже (–90 mV), чем потенциал покоя нервных волокон ((–60 mV), и для 

возникновения потенциала действия требуется гораздо больший заряд ионов натрия. 

Мембранные токи калия определяются выражениями: 

𝐼𝐾1 = 𝐼𝐾1(𝑉𝑚) = (1.2𝑒−
𝑉𝑚+90

50 + 0.015𝑒
𝑉𝑚+90

60 ) (𝑉𝑚 − 𝐸𝐾), 

𝐼𝐾2 = 𝐼𝐾2(𝑉𝑚, 𝑡) = 1.2𝑛4(𝑉𝑚 − 𝐸𝐾),   𝐼𝐾 = 𝐼𝐾1 + 𝐼𝐾2,                       (5) 

а ток утечки:  

𝐼𝐿 = 𝑔𝐿(𝑉𝑚 − 𝐸𝐿)                                                           (6) 

Воротные переменные 𝑚, ℎ, 𝑛 по прежнему связаны с напряжением 𝑉𝑚 уравнениями си-

стемы (2), но параметры системы определяются зависимостями:   

𝛼𝑚 =
−0.1(𝑉𝑚+48)

𝑒
−

𝑉𝑚+48
15 −1

,     𝛽𝑚 =
0.12(𝑉𝑚+8)

𝑒
𝑉𝑚+8

5 −1

, 

𝛼ℎ = 0.17𝑒−
𝑉𝑚+90

20 ,     𝛽ℎ =
1

𝑒
−

𝑉𝑚+42
10 +1

,                                          (7) 

𝛼𝑛 =
−0.0001(𝑉𝑚+50)

𝑒
−

𝑉𝑚+50
10 −1

,     𝛽𝑛 = 0.002𝑒−
𝑉𝑚+90

80 . 

На рисунке 5 представлены результаты симуляции при значениях параметров, приведен-

ных в [2] для 𝑉𝑟 = – 90 𝑚𝑉,  𝐶𝑚 = 12  𝜇𝐹 𝑐𝑚2⁄  (таблица 2). Примем эти значения за эталонные 

для нормального функционирования сердечных волокон Пуркинье (рисунок 5a). Как видно из 

приведенного рисунка, удобный графический интерфейс позволяет без труда эксперименти-

ровать с параметрами модели и быстро получать результат (график потенциала действия в 

зависимости от времени. 
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Таблица 2. Значения параметров симуляции [2] 

𝑉ions 𝐸𝑁𝑎 = 35  𝐸𝐾 = −100  𝐸𝐿 = −60  

𝑔ions 𝑔𝑁𝑎 = 4  𝑔𝐾 = 36  𝑔𝐿 = 0.3  

 

Рис. 5. Симулированный потенциал действия по модели Нобла 

На рисунках 6a) и 6b) приведены результаты экспериментов с моделью: в первом случае 

(6a) концентрация натрия внутри клетки превышает концентрацию натрия вне клетки и потен-

циал действия не возникает, во втором случае (6b) концентрации калия вне клетки выше, чем 

внутри клетки, потенциал действия приходит к стационарному положительному значению, не 

возвращаясь к потенциалу покоя. 

  

6a) 6b) 

Рис. 6. Эксперименты с моделью Нобла 

3. Симуляция модели Нобла с дополнительным параметром. На рисунке 7 представ-

лены результаты двух компьютерных экспериментов, показывающих влияние внешнего сти-

мулирующего тока на потенциал действия клеток сердца. При этом в уравнение (3) модели [2] 

добавлено слагаемое 𝐼𝑠𝑡  , отброшенное Ноблом из уравнения (1) модели Ходжкина-Хаксли, 

поскольку, по его мнению, «клетки сердца не нуждаются в электрической стимуляции». 

Анализ полученных результатов показал, что изменение величины внешнего тока 

существенно влияет на потенциал действия сердечных клеток. В первом случае (рисунок 7a) 

концентрация калия внутри клетки выше нормы, что привело к увеличению периода (умень-

шению частоты) сердцебиений. Во втором случае (рисунок 7b) в модель добавили стимулиру-

ющий ток, что привело к возвращению сердцебиения в норму, причем величина 𝐼𝑠𝑡 =

1.2 𝜇𝐴/𝑐𝑚2 подбиралась так, чтобы рисунок 7b) совпал с эталонным рисунком 5. 

Таким образом, включение в модель Нобла дополнительного параметра позволяет регу-

лировать значение потенциала действия сердечных клеток, а значит и процесс сердцебиения 

(например, с помощью кардиостимулятора), причем модель позволяет оценить величину не-

обходимого стимулирующего тока. 
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7a) 7b) 

Рис. 7. Исследование влияния стимулирующего тока  

Заключение. В статье представлены результаты компьютерной реализации математиче-

ских моделей потенциала действия [1] и [2]. Показано, что уравнения, сформулированные в 

модели [1] для описания электрической активности нерва кальмара, не подходят для исследо-

вания потенциала действия клеток сердца. На основании компьютерных экспериментов сде-

лан вывод: либо натриевые каналы в сердце количественно отличаются от таковых в нейронах, 

либо должны существовать другие каналы, несущие ток внутрь. Оба предположения оказа-

лись верны, что было показано Ноблом при описании пейсмекерных потенциалов волокон 

Пуркинье сердца.  

На основе модели [2] авторы настоящей статьи разработали эффективный инструмент 

для анализа влияния различных факторов на интенсивность потенциала действия кардиомио-

цитов. Проведенные компьютерные эксперименты показали, что модель Нобла тоже нужда-

ется в доработке. Основной ее недостаток заключается в том, что она включает только один 

внутренний ток, управляемый напряжением. Кальциевые токи еще не были обнаружены, и 

единственный способ заставить модель работать – это значительно расширить диапазон 

напряжений натриевого тока за счет уменьшения зависимости процесса активации натрия от 

напряжения. По сути, натриевый ток служит функции как натриевых, так и кальциевых кана-

лов. Кроме того, модель Нобла не позволяет оценить влияние внешних токов на потенциал 

действия клеток сердца. 

 Для исследования характера зависимости потенциала действия от стимулирующего тока 

в модель Нобла авторами статьи был введен дополнительный параметр. Оказалось, что новая 

модель может не только адекватно описывать процессы, происходящие в кардиомиоците, но 

и давать количественную оценку стимулирующего тока, необходимого для нормализации по-

тенциала действия.  

Так как характер сокращения кардиомиоцита напрямую связан с изменением потенциала 

действия, полученные результаты позволяют судить о качественной картине изменения серд-

цебиения человека в зависимости от значений параметров модели. Это может оказаться полез-

ным при исследовании аномалий сердечной деятельности и назначении медицинских реко-

мендаций. Полученные результаты хорошо согласуются с имеющимися данными других уче-

ных [17]. 
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Abstract. The results of computer implementation of the basic model of the action potential of Hodgkin-Huxley 

nerve fibers and the modified model of the electrical activity of heart cells (Purkinje fibers) proposed by Noble are 

presented. To solve the differential equations of models in the Matlab high-level programming environment, user 

interfaces have been developed that allow you to work with models in an interactive mode. Simulation of the 

models has carried out for different values of the parameters. The analysis of the obtained results and their 

comparison with the available experimental and theoretical data of other authors confirmed the conclusion that the 

Noble model (unlike the Hodgkin-Huxley model) adequately describes the electrical processes occurring in 
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myocardial cells. However, to use this model for practical purposes, it is necessary to supplement it with some 

parameters that take into account, for example, the effect of calcium ions. The authors of this article have proposed 

a modification of the Noble model, including an external stimulating current, and carried out numerical 

experiments. Graphical results are presented, practically important conclusions are made. 
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