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Аннотация. В статье предложена модификация классического алгоритма минимальной степени, 

предназначенного для упорядочения структуры глобальной матрицы коэффициентов системы линейных 

алгебраических уравнений метода конечных элементов, с целью повышения эффективности 

вычислительного алгоритма решения контактной задачи теории упругости при моделировании 

сопряжений деталей специальными контактными элементами сопряжения конструкций, применение 

которых обусловливает итерационное решение задачи с постепенным уточнением их состояния. 

Предложенная модификация реализована совместно с прямым методом Холецкого решения систем 

линейных алгебраических уравнений, вычислительная эффективность которого проявляется в 

наибольшей степени при решении систем с симметричной, положительно определенной матрицей 

коэффициентов, преимущественно имеющей в методе конечных элементов, разреженную структуру. 

Важной проблемой в методе Холецкого является заполнение «треугольного множителя» по сравнению с 

исходной матрицей в процессе разложения; уменьшение заполнения реализуется обычно с 

использованием известных эвристических алгоритмов, среди которых существенное распространение 

получил алгоритм минимальной степени. Модификация этого алгоритма, предложенная в работе, 

симметричной перестановкой строк и столбцов упорядочивает структуру исходной глобальной матрицы 

таким образом, что позволяет в процессе итерационного решения контактных задач теории упругости, 

проводить частичное разложение Холецкого на повторных итерациях с экономией времени расчета по 

сравнению с полным разложением. В работе показано, что структура матрицы, упорядоченная 

модифицированным алгоритмом, в целом, является менее предпочтительной, нежели при использовании 

классического алгоритма минимальной степени, так как претерпевает большее заполнение, однако, 

эффективность применения вычислительного алгоритма достигается с проведением повторных итераций 

при постепенном уточнении состояния контактных конечных элементов сопряжения конструкций. С 

использованием тестовой конечноэлементной модели сборного ротора, а также модели роторной системы 

реального авиационного газотурбинного двигателя, определены и показаны портреты исходных матриц и 

их треугольных множителей, проведены оценки количества арифметических операций и условного 

времени их выполнения при использовании классического и модифицированного алгоритма минимальной 

степени. 
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Введение. При решении задач механики твердого деформируемого тела широко исполь-

зуется метод конечных элементов (МКЭ) [1]. Его применение в задачах статики и динамики 

во многом связано с построением симметричных, положительно определенных и разреженных 

матриц [2] (жесткости, масс и демпфирования), являющихся матрицами коэффициентов в раз-

решающих системах линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Хранение таких матриц в 

памяти ЭВМ обычно реализуется с использованием компактных схем хранения [3]. 
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Численное решение СЛАУ в МКЭ в задачах статики и динамики обычно выполняется с 

использованием прямых методов [4], выполняющих его с доступной машинной точностью за 

конечное и предсказуемое количество арифметических операций. Наибольшее распростране-

ние при решении СЛАУ с положительно определенными симметричными разреженными мат-

рицами получил метод Холецкого [4-6], обеспечивающий решение за минимальное количе-

ство арифметических операций. В этом случае матрица коэффициентов [A] представляется в 

виде: 

      
T

A L L  , (1) 

где [L] – нижнетреугольная матрица, называемая треугольным «множителем» Холецкого, а 

процедура ее вычисления – разложением (факторизацией).  

В работе [5] исследованы несколько алгоритмов вычисления треугольного множителя, 

однако, при использовании компактных схем хранения матриц [A] и [L] преимущество имеет 

алгоритм в форме скалярных произведений. В таком случае элементы l треугольного множи-

теля Холецкого [L] определяются выражениями: 
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где i и j – номер строки и столбца элемента соответственно; n – количество строк матриц  [A] 

и [L]; 𝑎 – элемент матрицы [A]. 

При выполнении первичного присваивания [L] = [A] порядок обращения к элементам 

матрицы [L] в процессе ее разложения в форме скалярных произведений показан на рис. 1. 

 
Рис. 1. Порядок обращения к элементам матрицы [L] в процессе ее разложения 

Недостатком прямых методов решения СЛАУ является «заполнение» матрицы [7], при 

котором в процессе разложения в матрице [L] появляются дополнительные ненулевые значе-

ния. Эта особенность при использовании компактных схем хранения в памяти ЭВМ не позво-

ляет хранить треугольный множитель [L] в массивах, выделенных под исходную матрицу [A], 

а также увеличивает время решения СЛАУ из-за дополнительных арифметических операций. 

Заполнение треугольного множителя зависит от структуры исходной матрицы [A], кото-

рую можно изменить симметричной перестановкой строк и столбцов [4, 5], что в математиче-

ской интерпретации означает умножение исходной матрицы [A] слева и справа на матрицу 

перестановок [P]: 

        
T

B P A P    (3) 

В матрице перестановок [P] в каждой строке присутствует всего один ненулевой эле-

мент, равный единице; умножение слева на матрицу [P]T обеспечивает перестановку строк 

исходной матрицы [A], а умножение справа на матрицу [P] – перестановку столбцов. 

Для уменьшения заполнения в треугольном множителе обычно применяются эвристиче-

ские алгоритмы «минимальной степени» (АМС), «вложенных сечений», обратный алгоритм 

«Катхилла-Макки» и др., а также их комбинации [4, 5]. 



Модификация алгоритма минимальной степени 

«Информационные и математические технологии в науке и управлении»  2024  №  3 (35) 135 

Классический алгоритм минимальной степени. При анализе динамического поведе-

ния многокаскадных сборных роторных систем турбомашин [8] с применением специально 

разработанного комплекса программ [9], реализованного на языке программирования 

FORTRAN 90 [10], используется АМС, показавший в этой задаче более эффективный резуль-

тат уменьшения заполнения треугольного множителя [L], и, как следствие, позволяющий су-

щественно экономить память ЭВМ [4], а также получивший наибольшее распространение [5]. 

Принцип работы алгоритма поясняется на примере конечноэлементной конструкции, по-

казанной на рис. 2а, с использованием элементов теории графов [11, 12]. Соответствующий 

исходной структуре матрицы граф смежности показан на рис. 2б, где черным цветом указаны 

номера вершин графа (узлов КЭ), а красным – степени вершин. 
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Рис. 2. Исключение вершин графа смежности в разной очередности при его ассоциации с 

узлами конечноэлементной модели 

Порядок исключения вершин графа без перестановки строк и столбцов показан на рис. 

2в. После исключения вершины Xi добавляются ребра («клики») так, чтобы все вершины из 

множества Adj(Xi) оказались попарно смежными. Случай совпадения добавленного ребра с 

уже существующим свидетельствует о проведении математических операций с числом в про-

цессе разложения, а случай появления новых ребер – о заполнении. Структура (портрет) мат-

рицы жесткости при использовании начальных номеров узлов в качестве номеров строк и 

столбцов показана на рис. 2г, где ненулевые внедиагональные элементы исходной матрицы 

обозначены символом «», а поддиагональные заполнения, получаемые в ходе разложения – 

« ». В соответствии с рис. 2г, без перестановки строк после разложения в матрице появля-

ется 5 новых элементов под главной диагональю. 

На рис. 2д показано исключение вершин в соответствии с АМС. После предваритель-

ного расчета степеней всех вершин производится исключение вершин 3 и 6, имеющих мини-

мальную степень, равную двум. После их исключения добавляются ребра 2-5 и 1-4, которые 

совпадают с уже существующими ребрами. Степени оставшихся вершин пересчитываются и 

а) б) 

в) г) 

д) е) 
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в приведенном примере оказываются равными. В следующую очередь происходит исключе-

ние вершины 1 и добавляется ребро 2-4 (клика), поскольку каждая из этих вершин являлась 

смежной с исключенной, что свидетельствует о заполнении элемента l42. Процесс повторяется 

до исключения всех вершин. Структура матрицы, совмещенная с множителем Холецкого по-

сле упорядочения АМС показана на рис. 2, е. 

Особенности решения контактной задачи теории упругости прямыми методами в 

МКЭ. При решении контактной задачи анализа динамического поведения многокаскадных 

сборных роторных систем турбомашин, математическая модель которой представлена в рабо-

тах [13-15], используется специальный контактный конечный элемент сопряжения конструк-

ций – КЭСК (рис. 3).  

  
Рис. 3. Контактный конечный элемент сопряжения конструкций 

Данный КЭ может находиться в одном из двух состояний: «открытом» и «закрытом». 

Оценка состояний КЭСК проводится на основании невязки перемещений Δu его узлов i и j: 

 
0i ju u u u     , (4) 

где ui и uj – перемещения узлов i и j КЭСК соответственно в направлении оси x локальной 

системы координат; u0 – начальный зазор/натяг КЭСК. 

При условии Δu > 0 КЭСК находится в открытом состоянии, а при Δu ≤ 0 – в закрытом. 

В зависимости от состояния КЭСК изменяется его матрица жесткости и вектор контакт-

ных сил: 
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где  
c

K


 и  
c

K


 – матрицы жесткости КЭСК в открытом и закрытом состоянии соответ-

ственно; 
xk   и 

xk   – коэффициенты продольной жесткости КЭСК в открытом и закрытом со-

стоянии соответственно [15]; yk 
, 

zk   и yk 
, 

zk   – коэффициенты поперечной жесткости КЭСК 

в открытом и закрытом состоянии соответственно;  
c

F


 и  
c

F


 – вектор сил КЭСК в откры-

том и закрытом состоянии соответственно.  
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Смена состояний КЭСК в процессе статического или динамического анализа обусловли-

вает итерационное решение контактной задачи с постепенным уточнением на каждой итера-

ции состояния всех КЭСК. Блок-схема работы алгоритма решения контактной задачи МКЭ в 

статической постановке представлена на рис. 4. 

Определение начальных состояний КЭСК

Формирование матриц контактной жесткости и вектора контактных сил

Добавление матриц и векторов КЭСК в глобальную матрицу жесткости и глобальныйвектор сил
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Рис. 4. Блок-схема алгоритма решения контактной задачи теории упругости  

методом конечных элементов в статической постановки 

Основную трудоемкость вычислительного алгоритма при итерационном решении кон-

тактной задачи составляет решение СЛАУ, а именно вещественное разложение Холецкого, 

проводимое на каждой итерации ввиду изменений в глобальной матрице жесткости из-за 

смены состояний КЭСК. 

Для демонстрации указанной особенности рассмотрен пример, показанный на рис. 5 в 

виде системы из пяти стержневых конечных элементов (КЭ) с номерами 1, 2, 4-6 (номера КЭ 

обведены окружностями) с одинаковой продольной жесткостью k и одним КЭСК (№ 3) с осе-

вой жесткостью kК, величина которой изменяется в зависимости от его состояния. 

 
Рис. 5. Конечноэлементная модель стержневой системы с одним КЭСК 
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Матрица жесткости представленной системы с учетом закрепления узлов 1 и 7 в гори-

зонтальном направлении (номера узлов показаны на рис. 5) имеет вид [1] (строки № 1 и 7 

матрицы вычеркнуты): 

  
К К

К К

2 0 0 0

0 0

0 0

0 0 2

0 0 0 2

k k

k k k k

K k k k k

k k k

k k

 
 
  
 
    
 

  
  

. (7) 

 Треугольный множитель Холецкого [L] для матрицы [K] имеет вид 
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. (8) 

В представленном примере видно, что изменение величины контактной жесткости kК по-

влечет за собой изменение величин элементов треугольного множителя, начиная с l22 и распо-

ложенных ниже и правее него под главной диагональю, поскольку во все эти элементы входит 

величина kК. Таким образом, даже в примере с одним КЭСК изменение его состояния приведет 

к необходимости практически полного повторного разложения Холецкого. При наличии мно-

жества КЭСК их состояния уточняются в процессе итерационного решения, поэтому разложе-

ния Холецкого будут вычисляться на каждой итерации, что существенно сказывается на вре-

мени расчета даже в статической постановке задачи. В задачах динамики [1] решение контакт-

ной задачи проводится на каждом шаге интегрирования по времени [13-15], что может непри-

емлемо увеличивать время расчета КЭ модели, особенно, на этапах ее отладки, когда решение 

задачи требуется проводить многократно. 

Модификация алгоритма минимальной степени. В процессе отладки итерационного 

решения контактной задачи теории упругости МКЭ при анализе динамического поведения 

многокаскадных сборных роторных систем турбомашин был принят во внимание тот факт, 

что изменения коэффициентов жесткостей на каждой итерации происходят не во всех строках 

и столбцах глобальной матрицы жесткости, а только тех, в которые входят коэффициенты 

жесткости КЭСК. В связи с тем, что для упорядочения структуры глобальной матрицы жест-

кости уже был программно реализован АМС, возникла идея его модификации таким образом, 

чтобы при проведении упорядочения строки и столбцы, связанные с узлами КЭСК, симмет-

рично переставлялись в конец матрицы (вниз и вправо). Для этого к реальным степеням узлов 

(соответствующим вершинам графа смежности), связанных с КЭСК, достаточно прибавить 

большое число, например, соответствующее размерности n матрицы. Это приводит к тому, 

что степени таких вершин графа смежности (узлов КЭСК) становятся больше, чем у осталь-

ных вершин. В таком случае продолжение работы АМС приводит к «принудительной» сим-

метричной перестановке строк и столбцов матрицы, связанных с узлами КЭСК в ее конец. 
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Работа модифицированного таким образом АМС рассматривается на уже представлен-

ном примере (рис. 5). Соответствующий КЭ модели граф смежности показан на рис. 6а. 
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Рис. 6. Исключение вершин графа смежности с использованием модифицированного 

алгоритма минимальной степени 

Узлы 1 и 7 в КЭ модели закреплены, поэтому соответствующие им строки вычеркнуты 

из матрицы, а соответствующие узлам вершины – исключены из графа смежности до начала 

работы АМС. На первой итерации АМС определяются естественные степени вершин графа, 

показанные на рисунке над вершинами красным цветом. После этого модифицированным 

АМС определяются вершины, ассоциированные с узлами КЭСК, и к степеням этих вершин 

прибавляется размерность матрицы (равная пяти) так, чтобы полученные величины степеней 

были самыми большими в графе. Модифицированные степени показаны под графом смежно-

сти малиновым цветом. Затем, в соответствии с работой АМС, из графа исключаются вершины 

2 и 6, степень которых минимальна и равна единице. На второй итерации модифицированного 

АМС пересчитываются реальные степени оставшихся вершин; к степеням вершин, ассоции-

рованных с узлами КЭСК, прибавляется размерность матрицы; после этого исключается вер-

шина 5, степень которой минимальна и равна единице. Аналогично проводится третья итера-

ция, в ходе которой исключаются последние вершины 3 и 4. Портрет матрицы после упорядо-

чения модифицированным АМС показан на рис. 6б. 

При разложении Холецкого представленная в примере матрица не претерпевает запол-

нений как в исходном, так и в упорядоченном варианте, что обусловлено линейной структурой 

графа смежности. Однако в преобразованном виде матрица имеет вид: 
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, (9) 

а ее треугольный множитель Холецкого [L]: 
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В таком представлении видно, что жесткости контактных элементов встречаются в мат-

рице и треугольном множителе Холецкого, начиная только с элемента 44 (в соответствии с 

номерами строк и столбцов матрицы) и далее (снизу и справа от этой позиции).  

Это обстоятельство, а также порядок обращения к элементам матрицы при ее разложе-

нии в форме скалярных произведений (рис. 1) свидетельствует о том, что при изменении со-

стояний КЭСК повторное разложение следует проводить не для всей матрицы [K], а только 

для ее части, связанной с узлами КЭСК. В приведенном примере с использованием классиче-

ского АМС при повторном разложении пришлось бы вычислить величины семи элементов 

треугольного множителя (8), а с использованием модифицированного АМС – только для трех 

(10). 

Представленный подход был реализован в комплексе проблемно-ориентированных про-

грамм [9], разработанном для анализа динамического поведения многокаскадных сборных ро-

торов турбомашин. 

Численный эксперимент и анализ эффективности вычислительного алгоритма на 

конечноэлементных моделях сборных роторных систем. Для тестирования эффективности 

модифицированного АМС была разработана КЭ модель сборного ротора, эскиз которой пока-

зан на рис. 7а. Моделирование основных деталей ротора реализовано с применением КЭ типа 

«изопараметрический гексаэдр», контактных сопряжений – с применением КЭСК, моделиро-

вание крепежа деталей – с применением КЭСК, балочных КЭ Тимошенко и КЭ типа «невесо-

мый стержень», а моделирование упругих опор – с применением упруго-демпферных КЭ [8]. 

КЭ модель представлена на рис. 7б. 

 
Рис. 7. Эскиз и конечноэлементная модель тестового сборного ротора 

Всего представленная КЭ модель включает в себя: 1888 узлов (48 из которых закреплены 

по трем поступательным степеням свободы) и 1200 КЭ: 864 восьмиузловых КЭ типа «изопа-

раметрический гексаэдр», 48 упруго-демпферных КЭ, 248 КЭСК, 24 балочных КЭ Тимо-

шенко, и 16 КЭ типа «невесомый стержень». Доля узлов КЭСК составляет 27% от общего 

числа незакрепленных узлов модели. С учетом «вычеркивания» закрепленных степеней сво-

боды матрица жесткости имеет размерность n = 5520. 

На рис. 8а показан портрет исходной матрицы жесткости (главная диагональ и поддиа-

гональные элементы), упорядоченный с использованием классического АМС, содержащий 

147.912 элементов, а на рис. 8б – портрет треугольного множителя Холецкого, содержащий 

933.585 элементов. Построение портретов матриц реализовано с применением языка програм-

мирования Python [16] и библиотеки «Pillow» для работы с изображениями; каждый пиксель 

черного цвета обозначает наличие вещественного ненулевого числа в матрице. Всего пред-

ставленная матрица 5520×5520 на главной диагонали и под ней содержит 15.237.960 элемен-

тов. 

При разложении Холецкого было подсчитано количество арифметических операций: 

5.520 извлечений квадратного корня, 130.686.523 умножений, 130.686.523 сложений и вычи-

таний, 922.546 делений – всего 262.301.112 операции. 

 

а) б) 
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Рис. 8. Портреты матриц с использованием классического и модифицированного АМС 

С использованием дополнительных тестовых примеров было установлено время про-

стых арифметических операций, приведенное в секундах для 1010 операций в табл. 1. 

Таблица 1. Время выполнения 1010 арифметических операций (FORTRAN), сек 

Операция Сложение Вычитание Умножение 
Деле-

ние 

Извлечение квад-

ратного корня 

Опыт 1 3,50 3,54 3,50 9,06 12,74 

Опыт 2 3,45 3,48 3,45 9,03 12,81 

Опыт 3 3,47 3,51 3,65 9,04 12,75 

Опыт 4 3,47 3,50 3,44 9,05 12,75 

Опыт 5 3,44 3,50 3,46 9,04 12,75 

Среднее значение 3,49 9,04 12,76 

Таким образом, условное время выполнения одной итерации разложения при использо-

вании классического АМС (без учета других операций, например, присваивания, поиска эле-

мента массива и т.п.) составляет 92,078 миллисекунды. 

На рис. 8в показан портрет исходной матрицы жесткости, упорядоченный с использова-

нием модифицированного АМС, содержащий 147912 элементов, а на рис. 8г – портрет тре-

угольного множителя Холецкого, содержащий 1577346 элементов. 

Количество арифметических операций при полном разложении Холецкого составляет: 

5520 извлечений квадратного корня, 430524817 умножений, 430524817 сложений и вычита-

ний, 1566307 делений – всего 862621461 операции. 

Условное время выполнения первой итерации (полного) разложения при использовании 

модифицированного АМС без учета других операций составляет 301,99 миллисекунды. Таким 

образом, время, затраченное при разложении Холецкого на первой итерации с упорядочением 

а) б) 

в) г) 
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структуры матрицы модифицированным АМС, в 3,28 раз превышает время, затраченное при 

разложении с упорядочением классического АМС. 

Однако количество арифметических итераций и время повторных разложений оказыва-

ются несоизмеримо меньшими времени первой итерации. На рис. 8в и рис. 8г соответственно 

дополнительно выделены красным цветом портреты повторно раскладываемой части исход-

ной матрицы и треугольного множителя Холецкого. 

При этом в исходной матрице на главной диагонали и под ней содержится 21840 нену-

левых элементов, а в треугольном множителе – 832416 ненулевых элементов. Количество 

арифметических операций при повторном (неполном) разложении Холецкого составляет: 

1488 извлечений квадратного корня, 1022 умножений, 1022 сложений и вычитаний, 829441 

делений – всего 832973 операции. Условное время выполнения одной итерации неполного 

разложения составляет 0,753 миллисекунды. 

Таким образом, эффективность применения модифицированного АМС по сравнению с 

классическим АМС проявляется при решении задачи за четыре и более итераций (рис. 9).  

 

Рис. 9. Зависимость времени разложения от количества итераций при использовании разных 

методов упорядочения структуры исходной матрицы 

При анализе динамического поведения сборных роторов турбомашин сходимость реше-

ния контактной задачи, оцениваемая по относительному количеству КЭСК с неизменным со-

стоянием по сравнению с предыдущей итерацией, достигается за 6-10 итераций [14]. Кроме 

того, в некоторых случаях возникают ситуации неустойчивого поведения КЭСК, при котором 

несколько таких конечных элементов изменяют свое состояние от итерации к итерации, не 

позволяя завершить решение. В таких случаях количество итераций решения контактной за-

дачи ограничено (двадцатью) и может быть изменено на этапе настройки решения. Таким об-

разом, использование модифицированного АМС для упорядочения дает ощутимую экономию 

времени расчета (в представленном примере – в 1,81 раз при 6 итерациях, в 2,98 раза при 10 

итерациях и в 5,82 раза при 20 итерациях). 

Также с использованием тестовой КЭ модели было исследовано изменение времени вы-

полнения полного и частичного разложения Холецкого при изменении доли общего числа 

КЭСК, но с сохранением общего количества узлов и размерности матриц. Для этого незави-

симо от физической стороны задачи было проведено разложение для КЭ модели с 32, 56…392 

КЭСК с шагом 24 элемента (соответствующему количеству узлов в окружном направлении 

ротора) и оценено количество итераций, на которых одно полное и несколько неполных раз-

ложений при применении модифицированного АМС дают выигрыш во времени по сравнению 

с несколькими разложениями при применении классического АМС (рис. 10). Оценка количе-

ства итераций определялась на основе неравенства: 
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где T и t – соответственно время одного полного и неполного разложения Холецкого с 

применением модифицированного АМС; N – количество итераций; τ – время одного полного 

разложения Холецкого с применением классического АМС. 

 

Рис. 10. Количество итераций решения контактной задачи, при котором упорядочение 

модифицированным АМС выгоднее упорядочения классическим АМС в зависимости от 

относительного количества КЭСК в модели 

Исходя из полученных результатов можно сделать вывод, что эффективность упорядо-

чения структуры матрицы жесткости модифицированным АМС может проявляться даже при 

большом относительном количестве КЭСК в модели. Однако на практике могут встречаться 

случаи, в которых модифицированный АМС приводит к большим затратам времени, вызван-

ным вмешательством в работу основного АМС и неоптимальным (с точки зрения данного ал-

горитма) упорядочением. 

Представленный в работе модифицированный АМС был применен для упорядочения 

структуры матрицы жесткости при анализе динамического поведения многокаскадной сбор-

ной роторной системы реального авиационного ГТД (рис. 11). 

 

Рис. 11. Эскиз и КЭ модель, совмещенная с твердотельной моделью с вырезом одной 

четверти многокаскадной сборной роторной системы реального авиационного ГТД  

Всего представленная КЭ модель включает в себя: 46596 узлов (104 из которых закреп-

лено по трем поступательным степеням свободы), 30488 КЭ: 22568 восьмиузловых КЭ типа 

«изопараметрический гексаэдр», 104 упруго-демпферных КЭ, 3900 КЭСК, 1200 балочных КЭ 

Тимошенко, 2340 КЭ типа «невесомый стержень» и 376 КЭ типа «сосредоточенная масса». 

Доля узлов КЭСК составляет 25,6% от общего числа незакрепленных узлов модели. С учетом 

закрепленных степеней свободы матрица жесткости имеет размерность n = 139476. 

На рис. 12а показан портрет исходной матрицы жесткости (главная диагональ и поддиа-

гональные элементы), упорядоченный с использованием классического АМС, содержащий 

3791880 элементов, а на рис. 12б – портрет треугольного множителя Холецкого, содержащий 

31239756 элементов. 
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Рис. 12. Портреты матриц с использованием классического и модифицированного АМС для 

КЭ модели роторной системы реального ГТД 

На рис. 12в показан портрет исходной матрицы жесткости, упорядоченный с использо-

ванием модифицированного АМС, содержащий 3791880 элементов, а на рис. 12г – портрет 

треугольного множителя Холецкого, содержащий 52541100 элементов. 

Условное время выполнения полного разложения на первой итерации при использова-

нии модифицированного АМС составляет 23,6151 с., время неполного разложения на после-

дующих итерациях – 0,025014 с., а время полного разложения на каждой итерации при упоря-

дочении классическим АМС составляет 6,4247 с. Таким образом, время, затраченное на раз-

ложение Холецкого в первой итерации при использовании упорядочения модифицированным 

АМС, в 3,68 раз, превышает время, затраченное при упорядочении классическим АМС. Эф-

фективность применения модифицированного АМС, по сравнению с классическим АМС, про-

является при решении задачи за четыре и более итераций (рис. 13).  

 

Рис. 13. Зависимость времени разложения от количества итераций при использовании 

разных методов упорядочения структуры исходной матрицы для КЭ модели роторной 

системы реального ГТД 
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Заключение. При сравнении результатов, полученных в работе, видно, что применение 

классического АМС упорядочивает структуру матрицы коэффициентов СЛАУ таким образом, 

что существенно позволяет уменьшить ее заполнение при разложении Холецкого, и, как след-

ствие, уменьшить время разложения, что повышает эффективность вычислительного метода. 

Однако решение контактных задач итерационным способом можно проводить более эффек-

тивно (с меньшими вычислительными затратами) за счет проведения неполного разложения 

Холецкого на повторных итерациях при условии, что количество узлов, связанных с КЭСК, 

существенно меньше общего количества узлов КЭ модели; упорядочение структуры матрицы 

коэффициентов СЛАУ в таком случае выполняется модифицированным АМС. Таким образом, 

при решении контактной задачи за несколько итераций применение модифицированного АМС 

в совокупности с частичным разложением может существенно повышать эффективность вы-

числительного алгоритма. Поскольку при этом структура матрицы упорядочивается не самым 

эффективным с точки зрения классического АМС способом, может возникать чрезмерное за-

полнение. Поэтому в программной реализации решения [9] проводятся два символических 

разложения Холецкого (с применением классического и модифицированного АМС) и оцени-

вается меньшее время решения задачи. Однако даже для КЭ модели роторной системы реаль-

ного ГТД с большим количеством элементов множителя Холецкого и арифметических опера-

ций для его получения более высокая эффективность достигается при применении модифици-

рованного АМС с учетом решения контактной задачи за 6-10 итераций [14]. 
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Abstract. The article proposes a modification to the classical minimum degree algorithm, designed to optimize 

the structure of the global coefficient matrix in the system of linear algebraic equations used in the finite element 

method. The aim is to improve the efficiency of the computational algorithm when solving contact problems in 

elasticity theory, specifically when modeling the connection of parts using special contact elements that determine 

the iterative solution with a gradual refinement of the state. The proposed modification is implemented in 

conjunction with the direct Cholesky method for solving systems of linear algebraic equations. The computational 

efficiency of this method is demonstrated to the greatest extent when applied to systems with a symmetric, positive-

definite coefficient matrix, which often has a sparse structure when using the finite element method. A significant 

problem in the Cholesky decomposition method is the filling of the "triangular multiplier" relative to the original 

matrix during the decomposition process. The reduction of this filling is typically achieved using well-known 

heuristic algorithms, among which the minimum degree algorithm has become widely used. The modification of 

the algorithm proposed in this work, by symmetric permutation of rows and columns of the initial global matrix, 

reorders the structure of this matrix in a way that, during the iterative solution of contact problems of elasticity 

theory, allows for partial Cholesky factorization to be performed in repeated iterations, thereby saving calculation 

time compared to performing a full factorization. The paper demonstrates that overall the matrix structure ordered 

by the modified algorithm is less preferable than that produced by the classical minimum-degree algorithm, since 

it is undergoing more filling. However, the efficiency of the computational method is achieved through repeated 

iterations that gradually specified the state of the contact finite elements of the structures coupling. Using a test 

finite element model of a rotor, as well as a model of the real aviation gas turbine engine, portraits of the initial 

matrices and their triangular multipliers are determined and presented, estimates of the number of arithmetic 

operations and the estimated time required for their execution are calculated using both a classical and a modified 

minimum degree algorithm. 
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